Элементы проективной геометрии

Перспектива и проективная геометрия

На рисунках 1 и 2 изображено одно и то же геометрическое тело – куб. Однако, нельзя не заметить между этими двумя изображениями существенные различия. В то время, как на первом чертеже параллельные ребра куба изображаются параллельными отрезками, а параллельные грани – равными параллелограммами, на втором чертеже параллельные ребра не изображаются в виде параллельных отрезков, а среди четырехугольников, изображающих грани, вообще не найдется пары равных между собой.
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Изображения первого типа учится строить на уроках геометрии и черчения каждый школьник. Изображения второго типа (перспективные) осваивают узкие специалисты – художники и архитекторы. В чем разница? Чтобы ответить на этот вопрос, попытаемся понять, как строится плоское изображение пространственного тела.

Возьмем проволочный каркас куба, поместим его в пучок световых лучей. Тень, которую мы увидим на стене, и будет плоским изображением трехмерного объекта. Легко перевести это наглядное представление на язык геометрии.

Рассмотрим произвольную плоскость α и пучок параллельных прямых. Через любую точку М в пространстве проходит единственная прямая из этого пучка. Точка пересечения М' этой прямой и плоскости α называется проекцией точки М на плоскость α. 
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Множество проекций всех точек данной фигуры назовем ее изображением на плоскости α. На рисунке 1 изображена параллельная проекция фигуры, состоящей из всех ребер куба.

Чтобы получить перспективное изображение, надо рассмотреть не параллельную, а центральную проекцию. Для этого вместо пучка параллельных прямых возьмем пучок прямых, проходящих через одну точку О, не лежащую в плоскости α. На рисунке 2 куб изображен в центральной проекции.
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Сравнивая рисунки 3 и 4, видим насколько построение параллельной проекции проще и удобнее, чем центральной. Если при параллельном проецировании параллелограмм остается параллелограммом, то при центральном проецировании параллелограмм может перейти в произвольный четырехугольник. И это еще не самое неприятное.
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Если на рисунке 4 центральная проекция параллелограмма выглядит как «нормальный» четырехугольник, то на рисунке 5 эта проекция состоит из двух бесконечных областей. Проецирование разрезает исходный параллелограмм на две части. 

Казалось бы, зачем вообще строить такую кривую и неудобную центральную проекцию, когда можно обойтись гораздо более простой параллельной. Однако, дело в том, что мы видим окружающий нас трехмерный мир как раз в центральной проекции. Вспомните хотя бы железнодорожные рельсы, сходящиеся к горизонту. Рассмотрите любую фотографию высотного здания, сделанную с достаточно близкого расстояния. Контуры ощутимо сжимаются по направлению к вершине. Дальние объекты кажутся нам мелкими, ближние – крупными. Изучение центральной проекции начали художники, поставившие задачу изобразить на плоском холсте трехмерный мир таким, каким мы его видим.

В XIV – XV вв. мастера Возрождения научились строить перспективные изображения. Перспектива – это центральная проекция пространства на плоскость холста. Центр проекции – глаз художника. Но до тех пор, как за дело взялись математики, перспектива оставалась лишь набором эмпирических правил, сборником внутрицеховых ремесленных рецептов.

Только в середине XIX века окончательно сложилась такая область математики, как проективная геометрия. В основе ее лежит центральное проецирование, но вместо решения задач на построение математики занялись исследованиями того, какие свойства фигур остаются неизменными при центральном проецировании. Это привело во-первых, к открытию многих замечательных, неизвестных ранее теорем, а во-вторых к  глубоким серьезным обобщениям, позволившим А. Кэли сказать в конце XIX века, что «проективная геометрия ​– это вся геометрия». Задача статьи – используя известные теоремы «школьной» евклидовой геометрии, познакомить читателей с основными понятиями теоремами и конструкциями проективной геометрии.

Проективная прямая

Попробуем найти ответ на вопрос, поставленный в конце предыдущей главы: какие свойства фигур остаются неизменными при центральном проецировании? Для этого поступим следующим образом. Рассмотрим центральную проекцию плоскости α на плоскость α'. Если эти две плоскости параллельны, то такое проецирование будет простым преобразованием подобия (гомотетией), поэтому будем в дальнейшем рассматривать случай, когда плоскости α и α' пересекаются.
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Для того, чтобы понять, какие свойства фигур останутся при этом неизменными, начнем с простейших фигур – точек и прямых. На первый взгляд все обстоит совсем просто: точки переходят в точки, прямые – в прямые, если прямая m проходит через точку А, то ее проекция m' проходит через проекцию точки А, точку А'. Однако даже здесь начинают возникать проблемы.

Рассмотрим центральную проекцию прямой m на прямую m'. Прямая ОА пересекает m' в точке А', и, значит, точка А' является проекцией точки А. Но вот  прямая ОВ параллельна прямой m'. Значит, точке В не соответствует никакая точка прямой m'. Зато, если взять на прямой m' точку С' такую, что ОС' параллельна m, то получается, что на прямой m не найдется точки, проекцией которой служит точка С'.

Будем двигать точку А вдоль прямой m по направлению к точке В. Чем ближе точка А к точке В, тем дальше уходит по прямой m' ее проекция А'. В тот момент, когда точки А и В совпадают точка А' «уходит в бесконечность», а затем появляется с другой стороны на прямой m'.

Если двигать точку А все дальше и дальше по прямой m, то ее проекция на прямой m' будет приближаться к точке С'. Но достигнуть этого предельного положения точка А' сможет лишь тогда, когда точка А на прямой m «уйдет в бесконечность».
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Чтобы придать формальный смысл этим рассуждениям, добавим к каждой прямой еще одну «бесконечно удаленную точку». Теперь можно сказать, что проекцией точки В является бесконечно удаленная точка прямой m', а бесконечно удаленная точка прямой m проецируется в точку С' на прямой m'.

Заметим, что проективная прямая, полученная из обычной евклидовой прямой добавлением  бесконечно удаленной точки, стала замкнутой. Если двигаться по ней вправо, то пройдя через бесконечно удаленную точку мы вернемся слева. Таким образом, взяв на проективной прямой две точки А и В, мы не можем рассмотреть отрезок АВ. Эти точки просто разобьют прямую на две равноправные части, подобно тому, как две точки разбивают окружность на две дуги.

Можно, конечно, сказать, что одна из этих частей в отличие от другой содержит бесконечно удаленную точку, но здесь необходимо осознать, что на проективной прямой  бесконечно удаленная точка не занимает никакого особого положения. Нельзя сказать, что «вот эта точка прямой – обыкновенная, а вот эта – особенная, бесконечно удаленная».

Действительно, при центральном проецировании «бесконечно удаленная» точка одной прямой переходит в «обычную» точку другой прямой, так что свойство точки «быть бесконечно удаленной» не сохраняется при центральной проекции или, как говорят, не является проективным свойством.

Здесь уместна следующая аналогия. Когда мы строим изображение многогранника, некоторые ребра мы считаем «видимыми» и изображаем жирными линиями, а другие – «невидимыми» и проводим пунктиром. Однако нельзя сказать, что многогранник обладает ребрами двух разных типов. Так и каждая точка проективной прямой может стать бесконечно удаленной только по отношению к конкретному чертежу.

Проективная плоскость

Подобно тому, как проективная прямая получается из евклидовой прямой добавлением одной «бесконечно удаленной» точки, так и проективная плоскость может быть получена добавлением к евклидовой плоскости одной «бесконечно удаленной» прямой. На этой прямой лежат все бесконечно удаленные точки всех прямых плоскости. При этом будем считать, что прямые, которые на евклидовой плоскости являются параллельными, на проективной плоскости пересекаются в бесконечно удаленной точке.

Таким образом, в проективной геометрии отсутствует понятие параллельности. Любые две прямые пересекаются. Нет смысла различать при этом в какой точке они пересекаются, «обычной» или «бесконечно удаленной». Все точки проективной плоскости логически равноправны.

При центральном проецировании одной плоскости на другую «бесконечно удаленная» прямая одной плоскости перейдет в «обычную» прямую другой плоскости, а прямые которые выглядели «параллельными» станут пересекающимися.

Таким образом, на проективной плоскости нет параллельных прямых, нельзя обычным образом измерить расстояние между точками, угол между прямыми. В самом деле: чему равен угол между прямой m и бесконечно удаленной прямой? Более того, нас интересуют только те свойства фигур, которые сохраняются при центральной проекции. Ясно, что расстояния между точками и углы между прямыми не сохраняются, то есть не являются проективными свойствами.

Нельзя также сказать, что из трех точек одной проективной прямой одна лежит между двумя другими, как нельзя, например, сказать это о трех точках окружности.

[image: image40.emf]

Значит, на проективной плоскости нельзя определить такие фигуры как отрезок или даже треугольник. Можно, конечно, провести три прямые, которые пересекутся в трех разных точках. Такую фигуру называют трехсторонником или трехвершинником. Но если попытаться выделить на чертеже «внутреннюю область», ограниченную этими прямыми, то при центральном проецировании эта область может перестать быть «треугольником» в привычном смысле слова, как это видно на рисунке 8.
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Различие между «треугольниками» на рисунках 9 и 10 состоит в том, что один из них пересекает «бесконечно удаленную прямую». С проективной точки зрения никакой разницы между ними нет. Значит три прямые, не проходящие через одну точку, делят проективную плоскость на четыре части. Каждую из этих частей можно было бы назвать, скажем, «проективным треугольником», но в дальнейшем это нигде не пригодится. 

[image: image42.emf]


На первый взгляд, проективных свойств у фигур не так уж и много. Например, если три прямые проходят через одну точку, то это свойство (конкурентность прямых) сохранится в любой центральной проекции. Также, очевидно будет сохраняться расположение точек на одной прямой (коллинеарность точек). В дальнейшем увидим, что другие проективные свойства фигур сводятся к этим двум основным – коллинеарности и конкурентности. Кажется, что проективная геометрия гораздо беднее обычной евклидовой геометрии. Однако это совсем не так, в чем мы вскоре убедимся. 

Определив проективную плоскость, путем пополнения евклидовой плоскости бесконечно удаленной прямой, будем теперь действовать следующим образом: рассуждения и доказательства будем проводить на евклидовой плоскости, используя расстояния, углы и все известные теоремы евклидовой геометрии. Если же удастся обнаружить какое-либо проективное свойство, не зависящее от углов, расстояний, отношений отрезков и т. п. будем переходить на проективную плоскость.

Сложное отношение

Как известно, при параллельной проекции сохраняется отношение отрезков, лежащих на одной прямой. При центральной проекции отношения отрезков не сохраняются. Однако, существует некоторая числовая величина, зависящая от отношений длин отрезков, но остающаяся неизменной при центральной проекции. Эта величина носит название сложного (или ангармонического) отношения четырех точек.

Рассмотрим сначала четыре точки А, В, М, Р, лежащие на одной прямой. Величину   
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    назовем сложным отношением точек А, В и М, Р и будем обозначать (АВ,МР). 
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Несложно запомнить, что оно получается как  «отношение отношений». Для того, чтобы его получить, надо записать сначала в каком отношении делит отрезок АВ точка М , то есть
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, потом сделать то же самое для точки Р, то есть записать 
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 и, наконец разделить одно на другое. 

Отношения 
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 и 
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 будем записывать с учетом направления отрезков, то есть считать их положительными, если векторы АМ и МВ направлены в одну сторону, и отрицательными в противном случае. Например, на приведенном чертеже 
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, так что (АВ,МР)= 
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Теперь рассмотрим центральную проекцию с центром О, при которой точки А, В, М, Р перейдут в точки А', В', М', Р'. Покажем, что при этом (АВ,МР) = (А'В', М'Р'). Для доказательства проведем через точки В и В' прямые, параллельные АА'. Обозначим точки пересечения этих прямых с прямыми ОМ и ОР как Х, Х' и Y,Y'. Используя параллельность прямых ОА, BY, B'Y', напишем несколько пропорций.
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Учитывая, что 
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, получаем (АВ,МР) = (А'В', М'Р'). Поскольку для любой прямой, пересекающей четверку прямых a, b, m, p, сложное отношение четырех точек будет одним и тем же, эту же величину называют  также сложным отношением четырех прямых. Несложно показать, что его можно выразить через синусы углов между прямыми, а именно 
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. Для этого достаточно выразить отношение (АВ,МР) через  отношение площадей треугольников ОАМ, ОМВ, ОАР, ОРВ, а площади – через синусы углов и отрезки ОА, ОВ, ОМ, ОР.

Важнейшее свойство сложного отношения состоит в том, что если задать на прямой три любые точки А, В, М и взять любое число k, то точка Р такая, что (АВ,МР) = k, определяется однозначно. Естественно, точка Р может оказаться бесконечно удаленной.

Проще всего убедиться в этом, взяв на прямой систему координат с началом в точке А и единичным отрезком АВ. Пусть точка М имеет координату m (m ≠ 0, m ≠ 1), тогда координата х точки Р находится из линейного уравнения.
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Если знаменатель дроби не равен нулю, то вычисленное значение х однозначно определяет положение точки Р на прямой. Если же знаменатель оказывается равным нулю (это произойдет, если 
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), то будем считать, что точка Р – это бесконечно удаленная точка проективной прямой.

В наших рассуждениях мы считали, что ни одна из точек А, В, М не является бесконечно удаленной. Если же это не так, то перед тем как проводить доказательство построим такую центральную проекцию исходной прямой, чтобы все три точки присутствовали на чертеже «в явном виде». Теперь все доказательство существования точки Р можно повторить для новой прямой, а потом спроецировать точку Р обратно на исходную прямую. Сложное отношение (АВ,МР) при этом не изменится.

Кроме того, будем считать, что если точка М, например, является бесконечно удаленной, то 
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Точно таким же образом ясно, что если взять три любые прямые a, b, m, проходящие через одну точку, и взять любое число k, то прямая р такая, что (ab,mp) = k, определяется однозначно.

В дальнейшем нам понадобится только то, что три точки (три прямые) и данное значение сложного отношения однозначно определяют положение четвертой точки на прямой (четвертой прямой в пучке). Находить положение этой точки (прямой) будем с помощью геометрических построений, без использования каких-либо координат и уравнений. 

Проективные отображения

Рассмотрим две четверки точек, каждая из которых лежит на одной прямой. Если сложные отношения этих четверок не равны между собой, то, очевидно, нельзя построить центральную проекцию, которая одну четверку точек переводит в другую.

 Однако, из равенства двух сложных отношений еще не следует, что одна четверка точек обязательно является проекцией другой. Из этого следует лишь, что найдется промежуточная четверка, которая является проекцией как первой, так и второй четверки точек. Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, решим следующую важную задачу. 

Задача

Дана четверка точек А,В,М,Р, лежащих на одной прямой m и тройка точек А',В',М', лежащих на прямой m'. Построить на прямой m' точку Р' такую, что 
 (АВ,МР) = (А'В',М'Р').

Заметим прежде всего, что такая точка Р существует и однозначно определена. Построим ее с помощью центральной проекции.

Пусть прямые АВ' и А'В пересекаются в точке В0, а прямые АМ' и А'М в точке М0. Построим прямую В0М0. 

Теперь спроецируем на эту прямую точки А,В,М,Р из центра А'. Получим точки
А0,В0,М0,Р0, которые в свою очередь спроецируем на прямую А'В' из центра А, получая точки А',В',М',Р'. 
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Поскольку при центральной проекции сохраняется сложное отношение четырех точек, то (АВ,МР) = (А0В0,М0Р0) = (А'В',М'Р').

Любая из двенадцати точек, участвующих в построении может оказаться бесконечно удаленной точкой проективной плоскости. Тогда выполняя соответствующие построения на листе бумаги, мы, например, вместо того, чтобы провести прямую через точки А и В, построим прямую, проходящую через точку А параллельно прямой l, содержащей бесконечно удаленную точку В. 

Из разобранной задачи следует важный результат. Рассмотрим какое-нибудь отображение прямой m на прямую m', про которое известно только то, что оно сохраняет сложное отношение. То есть, если точки А,В,М,Р переходят в точки А',В',М',Р', то
(АВ,МР) = (А'В',М'Р'). Такое отображение будем называть проективным отображением.

Выберем на одной прямой произвольные точки А,В,М, а на другой – их образы А',В',М'. Применим построение предыдущей задачи и рассмотрим композицию двух центральных проекций. Первая – проекция прямой m на прямую В0М0 с центром А', вторая – проекция В0М0 на m' с центром А'.

При этом окажется во-первых, что для любой точки Р на прямой m однозначно определен ее образ Р' на прямой m'. А во-вторых, построенное отображение сохраняет сложное отношение, как композиция двух центральных проекций. Следовательно, верна теорема.

Теорема

Любое проективное отображение одной прямой на другую однозначно задается тремя точками на одной прямой и их образами на другой прямой.

Любое проективное отображение одной прямой на другую либо является центральной проекцией, либо представимо в виде композиции двух центральных проекций.
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 Для данного проективного отображения одной прямой на другую легко определить является ли оно просто центральной проекцией или композицией двух проекций. А именно: проективное отображение одной прямой на другую является центральной проекцией в том и только в том случае, когда точка пересечения прямых переходит сама в себя.

 То, что при центральной проекции точка пересечения прямых остается на месте, не вызывает сомнений. Обратное утверждение следует из того, что для задания отображения нужны три точки. Пусть прямые пересекаются в точке А. Выберем еще две пары точек В, В' и С, С'. Тогда центр проекции определяется, как точка пересечения прямых ВВ' и СС'.

Теорема Дезарга

Применим теперь свойства сложного отношения и центральной проекции для доказательства содержательных теорем. Выберем на произвольной прямой тройку точек А,В,С и построим два проективных отображения этой прямой на другую прямую. Если при этом окажется, что точки А,В,С перейдут при каждом из отображений в одни и те же точки А',В',С', то эти два отображения будут совпадать. То есть, применив эти отображения к любой точке Р на исходной прямой, получим в результате одну и ту же точку Р' на другой прямой.

В качестве проективных отображений естественно попытаться рассмотреть центральные проекции одной прямой на другую.

Если три прямые m, m', m0 проходят через точку А, то при любой проекции одной прямой на другую точка А перейдет сама в себя. Выберем на прямой m точки В и С и рассмотрим центральную проекцию m на m' с центром О. Точки А,В,С перейдут в точки А,В',С'. 

Теперь выберем любой другой центр О1 и  спроецируем m на m0. Точки А,В,С перейдут в точки А,В0,С0. Пусть прямая В'В0 пересекает прямую ОО1 в точке О2. Центральная проекция m0 на m' с центром  О2  переводит тройку точек А, В0,С0 в тройку А,В',С'.
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Получается, что проекция с центром О и композиция проекций с центрами О1 и О2 переводят точки А,В,С в одни и те же точки А,В',С'. Значит, применяя их к любой точке Р на прямой m, мы получим одну и ту же точку Р' на прямой m'.
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Полученный результат носит название теоремы Дезарга в честь архитектора Жерара Дезарга, который первым сформулировал ее в середине XVII века.

Теорема Дезарга

Если прямые АА', ВВ', СС' конкурентны (проходят через одну точку), то точки пересечения прямых АВ и А'В', ВС и В'С', СА и С'А' коллинеарны (лежат на одной прямой).

[image: image48.emf]


Доказать теорему Дезарга можно, и не используя аппарат проективной геометрии. Действительно, пусть треугольники АВС и А'В'С' не лежат в одной плоскости, тогда пары их соответственных сторон лежат в плоскостях граней трехгранного угла с вершиной О, и, следовательно пересекаются не только на плоском изображении, но и в пространстве. Эти точки пересечения лежат на одной прямой ​– линии пересечения плоскостей АВС и А'В'С'.

Ясно, что плоский чертеж мы можем рассматривать, как проекцию соответствующей трехмерной конструкции, откуда и следует утверждение теоремы.

Очень интересный прием можно использовать при доказательстве обратной теоремы.

Если точки пересечения прямых АВ и А'В', ВС и В'С', СА и С'А' коллинеарны, то прямые АА', ВВ', СС' конкурентны.

[image: image49.emf]

Для доказательства применим теорему Дезарга к трем парам точек АВ, QR, А'В'.

По условию обратной теоремы эти прямые пересекаются в точке Р. Значит точки пересечения прямых AR и BQ, А'R и В'Q, АА' и ВВ' лежат на одной прямой. Или другими словами, прямые АА', ВВ', СС' проходят через одну точку. 

Принцип двойственности

Обратная теорема доказана однократным применением прямой теоремы. И это не просто красивая случайность. В формулировке прямой и обратной теорем Дезарга речь идет о десяти точках и десяти прямых. На каждой прямой лежат по три точки, а через каждую точку проходят три прямые.

Значит, в теореме Дезарга можно «поменять местами» точки и прямые. Действительно, будем вместо слов «точка лежит на прямой» и «прямая проходит через точку» использовать слова «точка и прямая инцидентны». Если теперь записать формулировку теоремы, используя этот искусственный оборот, то в получившемся тексте слова «точка» и «прямая» можно менять местами. В результате такой «лингвистической» процедуры прямая теорема Дезарга превратится в обратную.

       Оказывается, в проективной геометрии такое же «преобразование» можно применить к тексту любой теоремы. Ведь на проективной плоскости, в отличие от евклидовой, нет параллельных прямых. Любые две прямые имеют общую точку. И, конечно же, через любые две точки проходит единственная прямая.

Другими словами «любым двум прямым инцидентна одна общая точка», «любым двум точкам инцидентна одна общая прямая». Здесь мы отказываемся от представления, что «прямая состоит из точек». Будем считать, что на проективной плоскости есть два класса объектов – класс точек и класс прямых. Объекты двух разных классов могут находиться в отношении «инцидентности».

Поскольку в проективной геометрии нет ни расстояний, ни углов, ни площадей, все теоремы относятся только к инцидентности точек и прямых. В условии и заключении участвуют в основном коллинеарные тройки точек (три точки инцидентны одной прямой) и конкурентные тройки прямых (три прямые инцидентны одной точке).

Таким образом, если доказана какая-либо теорема проективной геометрии, то можно считать доказанной и двойственную ей теорему, которая получается из нее, если поменять местами точки и прямые. В качестве важного примера построим теорему двойственную теореме о проективном отображении одной прямой на другую.

Вместо точек, лежащих на одной прямой (как говорили в XIX веке «ряда точек»), рассмотрим пучок прямых, проходящих через одну точку (в ХХ веке и то и другое назвали «одномерным многообразием»). Назовем отображение одного пучка на другой проективным отображением, если оно сохраняет сложное отношение четырех прямых.

 Обратите внимание, мы говорим об отображении, которое каждой прямой одного пучка ставит в соответствие прямую другого пучка. При этом мы отказываемся от представления, что «прямая состоит из точек». Про «судьбу отдельной точки» в таком отображении вообще нет смысла говорить.

 Простейший пример – перспективное отображение одного пучка на другой. Оно двойственно центральной проекции одной прямой на другую. При центральной проекции прямые, соединяющие соответственные точки, проходят через центр проекции, точку S. Точно так же, при перспективном отображении пучков точки пересечения соответственных прямых лежат на оси перспективы, прямой s.
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Сформулируем и докажем двойственную теорему
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Будем, фактически, решать следующую задачу:

Даны четыре прямые a, b, m, p, принадлежащие одному пучку и три прямые a', b', m', принадлежащие другому пучку. Построить такую прямую р', что (ab, mр) = (ab, mр).

Интересно проследить, как при доказательстве двойственной теоремы точки и прямые меняются местами. Если при доказательстве первой теоремы на каждой из прямых были выбраны по три точки и затем рассматривались соединяющие их прямые, то теперь выберем в каждом пучке по три прямые и рассмотрим точки их пересечения.

Проведем прямую b0 через точки пересечения ab' и a'b и прямую m0 через точки пересечения am' и a'm. Прямые b0 и m0 определяют пучок (так же как две точки определяют прямую). Этот пучок оказывается перспективен и первому пучку с осью a', и второму – с осью a. Теперь для любой прямой р можно сначала построить ее образ р0 в промежуточном пучке, а потом и образ р' прямой р0 в другом пучке. При этом отображение первого пучка на второй представлено в виде композиции двух перспективных отображений.
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Так же, как и для отображения одной прямой на другую, оказывается верным утверждение: проективное отображение одного пучка на другой является перспективным, в том и только в том случае, когда прямая, соединяющая вершины пучков, переходит сама в себя.

Доказательство полностью повторяет двойственный аналог для двух прямых. При этом вместо «общей точки двух прямых» будем говорить об «общей прямой двух пучков», вместо центра проекции появится ось перспективы и т. п. Для лучшего понимания принципа двойственности полезно провести подобные рассуждения самостоятельно.

Интересно, что так преобразовать можно не только «лингвистически» текст теоремы, но и «геометрически» проективную плоскость. То есть, существует такое преобразование проективной плоскости, которое переводит точки в прямые, прямые – в точки, и при этом точке пересечения двух прямых соответствует прямая, проходящая через две точки. Однако, устроено оно совсем не просто, поэтому мы познакомимся с ним немного позже.

Теорема Паппа

Воспользуемся свойствами сложного отношения точек и прямых для доказательства еще одной теоремы.

Рассмотрим центральную проекцию прямой АВ на прямую А'В, с центром в точке S. Точка В остается на месте, точки А, D и С переходят в точки А', D' и С'. При этом сложные отношения (АВ,СD) и (А'В,С'D') равны между собой. Проведем через точку В произвольную прямую, пересекающую прямые SA и SC в точках М и N.
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Прямые МА', МВ, МС', MD' образуют четверку с тем же сложным отношением, что и точки А', В, С', D'. (МА' МВ, МС' MD') = (А'В,С'D') = (АВ,СD). Пересечем прямые этого пучка прямой АС' и рассмотрим перспективное отображение пучка с вершиной М на пучок с вершиной N и осью перспективы АС'.

Прямая МА' перейдет в прямую NA, прямая МС' – в NС, прямая МВ – сама в себя. Образом прямой MD' будет прямая пучка с вершиной N, проходящая через точку К пересечения оси перспективы АС' и прямой MD'. Сложное отношение прямых сохраняется. (NA NB, NC NK) = (МА' МВ, МС' MD').

Прямые NA, NB, NC, NK пересекают прямую АВ в точках А, В, С, D1, и сложное отношение точек пересечения равно сложному отношению прямых пучка.

(АВ,СD1) = (NA NB, NC NK) = (МА' МВ, МС' MD') = (А'В,С'D') = (АВ,СD)

Это значит, что точка D совпадает с точкой  D1. Убирая с чертежа некоторые точки и прямые и вводя новые обозначения, получаем теорему Паппа.

Теорема Паппа

Пусть X,Y,Z  и X',Y',Z'– коллинеарные тройки точек. Прямые XY' и X'Y пересекаются в точке А, прямые YZ' и Y'Z – в точке В, прямые ZX' и Z'X – в точке С. Тогда точки А,В,С коллинеарны.
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Перед нами замечательный пример проективной теоремы. В условии даны две коллинеарные тройки точек, и в заключении получаем  еще одну коллинеарную тройку. Исходные тройки точек можно располагать на прямых в любом порядке, получая разнообразные, непохожие друг на друга чертежи, но точки А,В,С обязательно будут лежать на одной прямой.
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Всего в рассмотренную конфигурацию входят  девять точек и девять прямых. На каждой прямой лежат по три точки, через каждую точку проходят три прямые. Попытка воспользоваться принципом двойственности и обменять местами точки и прямые приведет лишь к тому, что мы получим эквивалентную формулировку той же самой теоремы.

Пусть x,y,z  и x',y',z' – две тройки конкурентных прямых. Соединим точки пересечения прямых x,y' и  x',y прямой а, точки пересечения y,z' и y',z – прямой b, точки пересечения z,x' и z',x – прямой c. Тогда прямые a,b,c конкурентны.

Построив чертеж к двойственной теореме, увидим ту же самую конструкцию из девяти прямых и девяти точек.

Интересно, что в теореме Паппа речь идет о «дважды дезарговых» трехвершинниках. Рассмотрим два трехвершинника, образованных прямыми XY', YZ', ZX' и X'Y, Y'Z, Z'X.  Назовем их KLM и PQR. Точки пересечения сторон KL и QR, LM и PQ, MK и PR – это точки X, Y, Z, лежащие на одной прямой. Точно так же точки пересечения сторон KL и PR, LM и QR, MK и PQ – это точки X', Y', Z', лежащие на одной прямой. Теорема Паппа утверждает, что эти трехвершинники являются даже «трижды дезарговыми», то есть точки пересечения сторон KL и PQ, LM и PR, MK и RQ также лежат на одной прямой.

[image: image60.emf]
Кажется очень естественной попытка доказать теорему Паппа, используя теорему Дезарга. Однако, Гильберт в своей знаменитой книге «Основания геометрии» показал, что попытки получить доказательство теоремы Паппа, только применяя к различным парам трехвершинников на чертеже теорему Дезарга, не могут привести к успеху. Теорема Паппа оказывается в каком-то смысле «глубже» теоремы Дезарга. Обратный ход оказывается вполне возможным. Теорему Дезарга можно доказать, используя теорему Паппа. Разумеется, речь идет о «проективных» доказательствах без использования пропорций, отношений или, тем более, расстояний между точками..

Теорема Паппа знаменита прежде всего тем, что это первая проективная теорема. Папп сформулировал и доказал ее примерно за полторы тысячи лет до возникновения проективной геометрии. При этом он не рассматривал ни проекций, ни сложных отношений. 

Попробуйте сами доказать теорему Паппа, используя только теоремы школьного курса евклидовой геометрии. Нет сомнений, что на этом пути вас ожидают определенные трудности. Для этого, видимо, придется многократно применять к различным треугольникам теорему Менелая или теорему Чевы. Возможно есть и другие пути доказательства. Кто знает?... Не зря же Папп был назван последним великим геометром античности. 

Гармоническая четверка

Рассмотрим две пары точек, лежащих на одной прямой, таких, что (АВ,МР) = –1 или, другими словами, пары точек АВ и МР разделяют друг друга, и 
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. Говорят, что точки А, В, М, Р образуют гармоническую четверку, или, что пары точек АВ и МР гармонически разделяют друг друга. Построим гармоническую четверку точек, пользуясь только центральной проекцией. 
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Точку М можно выбрать произвольно на прямой АВ, тогда положение точки Р однозначно определяется следующим построением.

Через произвольную точку К проведем прямые КА, КВ, КМ. На прямой КМ возьмем произвольную точку L. Прямые AL и BL пересекают прямые КА и КВ в точках А' и В'. Прямая А'В' пересекает АВ в искомой точке Р.

Действительно, (АВ,МР) = (А'В',М'Р'), поскольку четверка точек А'В',М'Р' соответствует четверке АВ,МР при проекции с центром К.

Аналогично (А'В',М'Р') = (ВА,МР), так как четверке А'В',М'Р' при проекции с центром L соответствует четверка ВА,МР.

(АВ,МР) = (ВА,МР), то есть 
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 и, при этом пары точек АВ и МР разделяют друг друга. Это и означает, что пары точек  А, В и М, Р (а вместе с ними и  А', В' и М', Р) образуют гармоническую четверку. Заметим, что положение точки Р на прямой АВ определяется только точками А, В, М, и не зависит от  выбора вспомогательных точек К и L. 

Заметим, кстати, что если точка М – середина отрезка АВ, то АВ║ А'В', а точка Р становится бесконечно удаленной.

Обычно приведенное построение описывают следующим образом:
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Возьмем на проективной плоскости четыре точки общего положения и соединим их шестью прямыми – каждую с каждой. Получится конфигурация, которую называют полным четырехвершинником. 

Шесть прямых дадут еще три новых точки пересечения в дополнение к уже имеющимся четырем. Соединим эти три точки еще тремя прямыми. Их называют диагоналями четырехвершинника. Каждая из диагоналей пересекает стороны четырехвершинника  в четырех точках. И каждая из этих четверок – гармоническая.

Однако это еще не все. На каждой стороне исходного четырехвершинника также образуются гармонические четверки (почему?). Таким образом, на чертеже всего тринадцать точек,  девять прямых, и девять гармонических четверок – по одной на каждой прямой.
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Таким образом гармоническая четверка определена только через инцидентность точек и прямых, чисто проективным образом. Действительно, при любой центральной проекции одной плоскости на другую четырехвершинник останется четырехвершинником, а гармоническая четверка – гармонической четверкой. 

Из доказательства следует, что если выбрать на прямой три любые точки и достроить этот чертеж до полного четырехвершинника, то положение четвертой точки определяется однозначно, независимо от того, какой именно четырехвершинник был построен. Интересно, что это можно доказать, опираясь лишь на теорему Дезарга, не используя сложных отношений.
Придется при этом применить теорему Дезарга по крайней мере три раза к трем парам трехвершинников, так что полученное доказательство будет немного длиннее. Однако таким образом можно определить гармоническую четверку, не только не привлекая понятия длины отрезка, но даже и отношения длин.

Правда, в доказательстве теоремы Дезарга было использовано то же самое сложное отношение, но этого можно избежать, если с самого начала строить проективную геометрию, как аксиоматическую теорию (где одной из аксиом будет являться утверждение, знакомое нам, как теорема Паппа), вообще не используя понятия евклидовой геометрии. Однако, такой путь изложения вряд ли подходит для первого знакомства. Исторически все обстояло наоборот. 

Сначала проективная геометрия возникла, как продолжение классической геометрии Евклида. Потом – в конце XIX века в работах Штейнера и Штаудта она была изложена, как независимая теория со своей системой аксиом, отличающихся от аксиом евклидовой геометрии. И, наконец, в начале ХХ века Кэли и Клейн из материала проективной геометрии построили евклидову и неевклидовы геометрии. Однако подробный рассказ об этом уводит далеко за рамки статьи.

Гармоническая четверка (продолжение)

В предыдущей главе гармоническая четверка точек была построена одной линейкой, в духе проективной геометрии. Вернемся на привычную евклидову плоскость и проведем построение с использованием параллельности, равенства отрезков, углов, и прочих непроективных понятий. Впоследствии эти построения приведут к новым проективным теоремам.

Заметим во-первых, что если точка М – середина отрезка АВ, а точка Р – бесконечно удаленная, то АВ,МР – гармоническая четверка. Это произойдет, если одна из диагоналей четырехвершинника станет бесконечно удаленной прямой, а сам четырехвершинник будет выглядеть, как параллелограмм. Построив проекцию такой четверки на любую прямую, получим также гармоническую четверку.
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Чтобы построить проекцию бесконечно удаленной точки Р, достаточно провести через центр проекции прямую, параллельную АВ.

Пусть на прямой АВ задана произвольная точка М. Проведем через точку В произвольную прямую и отложим на ней два равных отрезка ВМ' и М'А'. Прямые АА и ММ' пересекаются в точке О. Проводя через точку О прямую, параллельную М'А', до пересечения с АВ в точке Р, получаем гармоническую четверку АВ,МР.

Действительно, четверка АВ,МР является проекцией гармонической четверки А'В,М'Р∞, где М' – середина отрезка А'В, а Р∞ – бесконечно удаленная точка прямой А'В.

Однако, гораздо более важные следствия можно получить из другого построения, известного еще Аполлонию.

Проведем в треугольнике АВС биссектрису угла С и перпендикулярную к ней биссектрису угла, внешнего к С. Эти биссектрисы пересекают прямую АВ в точках Р и М. По известной теореме планиметрии 
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 и АВ,МР – гармоническая четверка.
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Угол между биссектрисами СР и СМ – прямой, значит точка С лежит на окружности с диаметром МР (окружность Аполлония). Оказывается, если двигать точку С по этой окружности, то СР и СМ все время будут оставаться внутренней и внешней биссектрисами угла С в треугольнике АВС. Докажем это, а заодно получим еще один способ построения гармонической четверки с помощью окружности.

Для доказательства заметим, что прямые СА и СВ вторично пересекают окружность Аполлония в точках, симметричных относительно диаметра МР. Это следует из того, что равные вписанные углы при вершине С опираются на равные дуги PD и PE.

Наоборот, пусть А – произвольная точка на прямой, содержащей диаметр МР(точка А может лежать и снаружи окружности). Проведем через нее произвольную секущую CD и построим точку окружности Е, симметричную точке С относительно диаметра МР. Тогда прямая ЕС пересечет МР в точке В, и АВ,МР – гармоническая четверка. Действительно, СР и СМ будут являться внутренней и внешней биссектрисами угла С в треугольнике АВС в силу равенства соответствующих вписанных углов.

[image: image66.emf]Интересно, что само построение возникает у Аполлония при решении такой задачи:  найти геометрическое место точек плоскости, таких, что отношение расстояний от каждой из них до фиксированных точек А и В постоянно и равно k.
Две из этих точек – М и Р, гармонически разделяют данную пару А и В,  а остальные лежат на окружности с диаметром МР. Это следует из свойства биссектрисы  
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[image: image67.emf]Можно также заметить, что если на чертеже точки С и Е совпадут, то прямая ВС станет касательной к окружности. Легко доказать, что и в этом случае СМ и СР останутся биссектрисами соответствующих углов. Треугольник АВС станет прямоугольным, тогда из подобия треугольников АСО и СВО следует:
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, где R – радиус окружности.

Если теперь рассмотреть прямую АВ, как ось координат с началом в точке О, то точки М,Р,А,В будут иметь координаты 
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,  или если положить R = 1, то  получим  
[image: image27.wmf]x

x

1

,

,

1

,

1

-

.

Точки А и В, гармонически сопряженные относительно концов диаметра МР называются симметричными относительно окружности. Построить их можно также, проводя касательные к окружности, как это видно на чертеже.

Можно рассмотреть преобразование плоскости, которое обменивает местами симметричные точки. При этом все точки, находившиеся внутри окружности, оказываются снаружи, и наоборот. Это преобразование называется инверсией плоскости и обладает многими интересными свойствами, однако подробный разговор о нем – задача другой статьи.

Полюс и поляра

Рассмотрев точки, гармонически сопряженные относительно концов диаметра, естественно попытаться рассмотреть точки, гармонически сопряженные относительно концов произвольной хорды. Возьмем произвольную точку А внутри или снаружи окружности и проведем через нее все прямые, пересекающие окружность. Будем для каждой хорды МР строить точку В так, чтобы точки АВ,МР образовали гармоническую четверку.
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Докажем, что геометрическое место точек В является некоторой прямой. Эта прямая называется полярой точки А. Для доказательства рассмотрим два случая: 1) точка А расположена вне окружности, 2) точка А расположена внутри окружности.

Интересно, что несмотря на различия между чертежами, текст доказательства практически не меняется. 

Проведем через точку А диаметр и построим точку С, которая вместе с точкой А гармонически разделяет концы диаметра. Проведем через точку С перпендикуляр р к диаметру и покажем, что любая прямая, проходящая через точку А, пересекает этот перпендикуляр в такой точке В, а окружность в таких точках М, Р, что АВ,МР – гармоническая четверка.

По предыдущей задаче прямые МС и МА пересекают окружность в точках D и Р, симметричных относительно диаметра. Отсюда следует, что прямая СА является биссектрисой угла С в треугольнике МРС. В случае (1) – это внешний угол, в случае (2) – внутренний. Прямая р, перпендикулярная диаметру, является биссектрисой смежного угла. Биссектрисы СА и СВ пересекают основание треугольника СМР в точках А и В, следовательно, АВ, МР – гармоническая четверка. 

Прямая  р называется полярой точки А. Точка А называется полюсом прямой р. Если полюс лежит внутри окружности, то поляра не пересекает окружность, если полюс лежит вне окружности, то поляра пересекает окружность. Легко видеть, что если точка А лежит на окружности, то ее полярой будет касательная в точке А. Полярой центра окружности служит бесконечно удаленная прямая. Если поляра проходит через центр, то ее полюс – бесконечно удаленная точка.

На первый взгляд между чертежами (1) и (2) есть существенное различие. На чертеже (2) любая точка В прямой р обладает тем свойством, что пара точек АВ гармонически разделяется концами хорды МР. На чертеже (1) это верно только для тех точек прямой р, которые лежат внутри окружности. Для других точек прямой р окружность и прямая АВ вообще не пересекаются, и точки М и Р отсутствуют.

С точки зрения классической (школьной) геометрии естественно считать, что в случае (1) искомым геометрическим местом точек служит отрезок прямой р, находящийся внутри окружности, а в случае (2) – вся прямая р. Однако, мы будем считать, что и в том и другом случае полярой точки А является вся прямая р. К сожалению, оправдать эту точку зрения можно, только рассмотрев точки с комплексными координатами, что явно не удастся сделать в пределах статьи. (Для этого лучше написать учебник.)
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Поскольку точки, симметричные относительно окружности, можно построить, проводя касательные, то касательные и поляры оказываются тесно связаны. В частности, если полюс лежит вне окружности, то для построения поляры достаточно провести пару касательных из полюса. Полярой будет прямая, проходящая через точки касания.

Принцип двойственности для поляр
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Рассмотрим две точки А и В, гармонически разделяющие концы хорды МР. Будем называть точки А и В сопряженными относительно окружности. Пусть прямые а и b – поляры точек А и В соответственно. Поляра точки А проходит через точку В, а поляра точки В проходит через точку А. Прямые а и b также будем называть сопряженными относительно окружности. 
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Может показаться, что уже доказана главная теорема о полярах:

Теорема (принцип двойственности)

Если поляра точки А проходит через точку В, то и поляра точки В проходит через точку А.

Увы, приведенное рассуждение нельзя считать доказательством. Дело в том, что прямая АВ может не пересекать окружность. В этом случае теорема также верна, но доказательство придется изменить. 

Заметим, что поляра точки А проходит перпендикулярно прямой ОА через точку А', симметричную точке А относительно окружности, то есть 
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Пусть В – произвольная точка на поляре а. Проведем из точки А перпендикуляр b к прямой ОВ и покажем, что прямая b является полярой точки В. Для этого достаточно показать, что прямая b пересекает ОВ в точке В', симметричной точке В относительно окружности, то есть что 
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Это следует из подобия треугольников ОАВ' и ОВА'. 
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Значит, прямая b, проходящая через точку А, является полярой точки В. Это доказательство сохраняет силу при любом расположении точек А и В относительно окружности.

Переведя полученный результат на «школьный язык», без использования полюсов и поляр, получаем две  достаточно сложные задачи.

Пусть А и В – две точки вне окружности. AP, AQ, BM, BN – касательные.
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Легко видеть, что в одном случае прямые PQ и MN являются полярами точек А и В, а в другом случае прямые АВ и MN являются полярами точек С и В. Таким образом перед нами просто иллюстрации к доказанной теореме. Попробуйте решить эти задачи, используя только факты, известные из школьного курса геометрии. Это возможно, хотя и не очень просто.

Полярное преобразование

Ранее было замечено, что в проективной геометрии в формулировках теорем можно менять местами точки и прямые, сохраняя отношение «инцидентности». То есть вместо слов «прямая, проходящая через точку» подставлять в текст теоремы слова «точка, лежащая на прямой» и т.п. При этом некоторые теоремы вообще не изменяются, а некоторые переходят в другие, двойственные теоремы.

Теперь можно указать геометрическое преобразование плоскости, которое точки переводит в прямые, а прямые – в точки. При этом прямой, соединяющей две точки, соответствует точка пересечения двух прямых.

Зафиксируем на плоскости произвольную окружность и рассмотрим преобразование, которое каждой точке ставит в соответствие ее поляру, и каждой прямой – ее полюс относительно данной окружности. Это так называемое полярное преобразование.

Действительно, если поляры точек А и В проходят через точку М, то поляра точки М проходит через точки А и В. Это и значит, что при полярном преобразовании прямая m, соединяющая точки А и В, переходит в точку М пересечения поляр а и b.

Если же прямая m проходит через центр окружности, то поляры точек А и В параллельны или, другими словами, прямые а и b пересекаются в бесконечно удаленной точке. Следовательно, полюсом прямой, проходящей через центр окружности является бесконечно удаленная точка. 

Полярой центра окружности является бесконечно удаленная прямая. Таким образом каждой точке проективной плоскости соответствует единственная прямая, а каждой прямой – единственная точка, а отношение инцидентности сохраняется.

Однако, это еще не все. Ранее мы определяли сложное отношение четырех точек, лежащих на одной прямой и сложное отношение пучка прямых, проходящих через одну точку.

Для точек  
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Для прямых 
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Если прямые a, b, m, p проходят через точки А, В, М, Р, то (АВ,МР) = (ab, mp).

Оказывается, полярное преобразование сохраняет сложное отношение.

Теорема

Если полюса А, В, М, Р лежат на одной прямой, то их поляры a, b, m, p проходят через одну точку и (АВ, МР) = (ab, mp).

Заметим, во-первых, что если точки А, В, М, Р лежат на одной прямой l, то их поляры a, b, m, p проходят через полюс L этой прямой.

Сложное отношение точек (АВ, МР) равно сложному отношению прямых (ОА ОВ, ОМ ОР), проходящих через точку О. Осталось заметить, что поляры a, b, m, p соответственно перпендикулярны прямым ОА, ОВ, ОМ, ОР и, следовательно, углы между полярами равны углам между этими прямыми.

Это и доказывает утверждение теоремы, поскольку сложное отношение четырех прямых выражается через синусы углов между ними.

Конические сечения

Внимательный читатель мог заметить, что приведенное определение полярного преобразования проективной плоскости не является, мягко говоря, вполне корректным. Главную роль в этом «определении» играет окружность. Но для проективной плоскости не определены понятия расстояния между точками и угла между прямыми. Ведь при центральной проекции не сохраняются ни углы ни расстояния.

Значит все рассуждения и доказательства, в которых встречаются биссектрисы, перпендикуляры, окружности, не могут быть использованы в проективной геометрии. Все, что мы можем себе позволить – это сложные отношения точек и прямых, в частности, гармонические четверки. И, прежде всего, необходимо найти проективный аналог окружности.

Рассмотрим центральную проекцию окружности на плоскость. Пучок прямых, осуществляющих проекцию, образует коническую поверхность.


След, который образует эта коническая поверхность при пересечении с плоскостью и есть центральная проекция окружности. Из евклидовой геометрии известно, что конические сечения бывают трех различных типов: эллипс, парабола, гипербола.


С проективной точки зрения никакой разницы между ними нет. Различие состоит лишь во взаимном расположении конического сечения (или, как часто говорят «коники») и бесконечно удаленной прямой. Эллипсом назовем коническое сечение, пересекающее бесконечно удаленную прямую, параболой – коническое сечение, касающееся бесконечно удаленной прямой,  и гиперболой – если оно пересекает бесконечно удаленную прямую. Асимптоты гиперболы – это касательные в бесконечно удаленных точках.

Поскольку бесконечно удаленная прямая ничем не отличается от любой другой прямой проективной плоскости, то и различия между эллипсом, параболой и гиперболой на проективной плоскости нет.

Теперь дадим определение поляры точки относительно произвольного конического сечения. Поскольку при любой проекции гармоническая четверка остается гармонической четверкой, определение не претерпит существенных изменений.

Возьмем произвольную точку А на проективной плоскости и проведем через нее все прямые, пересекающие коническое сечение. Будем для каждой хорды МР строить точку В так, чтобы точки АВ,МР образовали гармоническую четверку. Все такие точки лежат на одной прямой, которая называется полярой точки А относительно конического сечения. Действительно, при центральной проекции окружность переходит в коническое сечение, гармоническая четверка – в гармоническую четверку, прямая – в прямую.

Для построения поляры можно было бы использовать касательную к коническому сечению, по крайней мере в том случае, когда полюс лежит вне коники, но мы поступим наоборот. Используем независимое построение поляры для того, чтобы провести касательные к коническому сечению.

Построение поляры одной линейкой

Первое и главное построение гармонической четверки связано с полным четырехвершинником. Естественно, поэтому, попытаться связать с ним и построение поляры. Для этого достаточно рассмотреть четырехвершинник, вершины которого лежат на коническом сечении. Проводя три его диагонали, получаем требуемое построение.

Действительно, на каждой стороне четырехвершинника образовалось по гармонической четверке. Например, диагональ АВ пересекает стороны четырехвершинника в точках, которые вместе с точкой С гармонически разделяют концы двух хорд конического сечения. Значит, прямая АВ является полярой точки С. Аналогично, прямые АС и СВ – это поляры точек С и А.

Трехвершинник АВС называется автополярным трехвершинником конического сечения, так как каждая его сторона служит полярой противоположной вершины.

Полученный чертеж можно воспроизвести, начиная с одной из точек А, В или С. Достаточно провести через нее любые две прямые, которые пересекут конику в четырех точках, а потом достроить остальные стороны и диагонали четырехвершинника. Теперь мы можем построить поляру любой точки относительно любого конического сечения. Таким образом, если дана любая точка вне конического сечения, можно построить две касательные при помощи одной линейки.



Это построение с одинаковым успехом можно применять к параболе, гиперболе или эллипсу,  и, в частности, к окружности. То что касательные к окружности действительно можно строить таким образом, опять таки представляет собой весьма сложную задачу из «классической» геометрии. Во всяком случае, античным геометрам это построение не было известно.

Часто из технических соображений используют немного другое построение, не выходящее далеко за пределы окружности (конического сечения). 


Заметим также, что теперь все проективные свойства поляр и полярного преобразования можно считать доказанными для произвольного конического сечения на проективной плоскости. Если, например, известно, что на евклидовой плоскости полярное преобразование относительно окружности сохраняет сложное отношение, то построив центральную проекцию на любую другую плоскость, увидим, что окружность станет коникой, полюса и поляры останутся полюсами и полярами, а все сложные отношения сохранятся. Значит и утверждение теоремы останется верным.

Еще о вписанном четырехвершиннике

Тот же самый четырехвершинник, вписанный в окружность, приводит к разным интересным задачам. 

Проводя три диагонали вписанного четырехвершинника ABCD, получаем автополярный трехвершинник PQR. Каждая его вершина является полюсом противоположной стороны. Значит, поляра PQ перпендикулярна прямой ОR, соединяющей полюс R и центр окружности O. Точно так же перпендикулярны прямые PR и OQ, а также QR и ОР. Исключая из формулировки полюса и поляры, получаем теорему Брокара.

Пусть точки A, B, C, D лежат на окружности, а пары прямых АВ и CD, ВС и AD, АС и BD пересекаются соответственно в точках Р, Q, R. Тогда высоты треугольника PQR пересекаются в центре окружности.


Конечно же можно (в принципе) доказать эту теорему без привлечения проективной геометрии, «школьными» методами. Попробуйте!

Вот еще одна теорема, которую легко получить, используя полюса и поляры. Возьмем на  окружности (коническом сечении) четыре точки А, В, С, D. Пусть прямые АВ и CD пересекаются в точке S, а прямые АС и BD – в точке М. Как известно, поляра точки S проходит через точку М. 

В то же время из принципа двойственности следует, что поляру точки S можно построить, соединив полюса Р и Q прямых АВ и CD. Эти полюса легко найти, как точки пересечения касательных в вершинах А, В и C, D. Значит, точки P, Q, M лежат на одной прямой.

Применяя это же построение к прямым AD и ВС, получаем следующую теорему:

Теорема

Если вокруг окружности (конического сечения) описан четырехвершинник, то прямые, соединяющие точки касания противоложных сторон, и диагонали четырехвершинника пересекаются в одной точке.

Эту теорему, конечно же, возможно доказать обычным образом, используя подобие треугольников. Кроме того в дальнейшем будет доказана теорема Брианшона, для которой теорема об описанном четырехвершиннике является естественным частным случаем.

Попробуем теперь применить доказанные теоремы для исследования свойств гиперболы. Напомним, что гиперболой называется коническое сечение, пересекающее бесконечно удаленную прямую. Касательные в двух бесконечно удаленных точках называются асимптотами гиперболы. 

На евклидовой плоскости гипербола и окружность – это две различные кривые второго порядка. С проективной точки зрения между ними нет никакой разницы. Они просто по-разному расположены по отношению к наблюдателю. Все проективные свойства окружности будут также и проективными свойствами гиперболы, параболы и эллипса.


Пусть асимптоты гиперболы пересекаются в точке Р, полюсе бесконечно удаленной прямой. Проведем касательную в произвольной точке М. Эта касательная пересекает поляру точки Р и две касательные, проведенные из точки Р, в точках А, В, К таких, что АВ, МК – гармоническая четверка (почему?). Это верно для любой точки Р, лежащей вне конического сечения.

Но если точка К является бесконечно удаленной, то точка М, как известно, будет серединой отрезка АВ. Получаем теорему:

Отрезок касательной к гиперболе, отсеченный асимптотами, делится точкой касания пополам.

Еще одно важное свойство гиперболы можно получить с помощью теоремы об описанном четырехвершиннике.

Рассмотрим четырехвершинник ABCD, сторонами которого являются две касательные и две асимптоты (тоже касательные). В силу доказанной теоремы, прямые АС и BD пересекаются в точке, лежащей на прямой, соединяющей точки касания гиперболы с прямыми AD и ВС, то есть в бесконечно удаленной точке. 

Это означает, что прямые АС и BD параллельны. Следовательно, площади треугольников АВС и ADC равны, откуда следует равенство площадей треугольников АВР и СDР. Значит верна теорема:


Треугольник, образованный асимптотами гиперболы и произвольной касательной, имеет постоянную площадь.

Проективное определение конического сечения

 Определение конического сечения как центральной проекции окружности не является, увы, вполне «проективным». Во-первых, в этом определении задействована окружность. Определение же окружности как множества точек равноудаленных от центра не относится к проективной геометрии. Во-вторых, возникает естественный вопрос: является ли центральная проекция конического сечения также коническим сечением? 

Действительно, рассмотрим проекцию окружности на какую-либо плоскость. Эту проекцию мы назвали коническим сечением (коникой). Теперь построим проекцию этой коники на другую плоскость. Является ли новая проекция также коническим сечением? Или, точнее говоря, можно ли рассматривать ее как центральную проекцию какой-нибудь подходящей окружности?

Для того, чтобы дать утвердительный ответ на этот вопрос, вспомним другое определение окружности. Возьмем на евклидовой плоскости две произвольные точки А и В. Окружностью назовем геометрическое место точек М таких, что направленный (!) угол (АМВ является постоянным и равным (. Направленный угол понадобился, чтобы, во первых, не говорить про углы ( и 180( – (, а во-вторых, чтобы не удвоить окружность.

Если теперь взять на окружности четыре точки A, B, C, D, то для любой точки М, лежащей на окружности, сложное отношение прямых (MA MB, MC MD) будет одним и тем же. Это следует из того, что вписанные углы, опирающиеся на одну дугу, равны, а сложное отношение четверки прямых выражается через синусы углов между ними. 


Можно рассмотреть отображение пучка прямых, проходящих через точку М, на пучок прямых, проходящих через точку N. Соответственными прямыми будем считать те прямые, точка пересечения которых лежит на окружности. Это отображение является проективным, поскольку сложное отношение прямых сохраняется.

Теперь можно дать проективное определение конического сечения без использования окружности.

Рассмотрим на проективной плоскости  два пучка прямых вместе с проективным отображением одного пучка на другой. Если отображение не является перспективным, то точки пересечения соответственных прямых двух пучков не лежат на одной прямой.

Оказывается, эти точки пересечения обязательно лежат на какой-нибудь конике. Более того, это можно считать ее определением. Назовем коникой множество точек пересечения соответствующих прямых двух пучков, между которыми установлено проективное соответствие.

Ясно,  что данное определение включает в себя окружность, как частный случай и, кроме того совершенно очевидно, что центральная проекция коники снова является коникой, поскольку при проекции сложные отношения сохраняются.

Осталось показать, что это определение совпадает с исходным, а именно, каждая коника (в смысле нового определения) является центральной проекцией какой-либо подходящей окружности.

Заметим сначала, что поскольку в случае окружности отображение пучка на пучок попросту сохраняет углы между прямыми, то прямой, соединяющей вершины пучков, соответствует при отображении касательная к окружности. Если рассматривать общую прямую MN, как принадлежащую пучку с вершиной М, то ей соответствует касательная в точке N, и наоборот. 

Таким образом, чтобы задать два пучка, порождающих окружность, нужно провести всего пять прямых. Разумеется, три прямые, проходящие через точку М, можно выбирать произвольным образом. Затем на одной из них выберем точку N и проведем через нее еще две прямые, так чтобы соответственные углы оказались равными (см. чертеж). 

Получаем по три прямых в каждом пучке, поскольку прямая MN входит в оба пучка сразу. Этого как раз хватает, чтобы задать проективное отображение одного пучка на другой. Для любой прямой из одного пучка можно теперь построить ее образ в другом пучке. 

Это уже было сделано ранее одним способом, когда отображение пучков было представлено в виде композиции двух перспективных отображений. Впоследствии мы рассмотрим и другой способ, хорошо работающий в данном конкретном случае.

Перейдем теперь к случаю произвольной коники. Рассмотрим проективное отображение пучка ( с вершиной М на пучок ( с вершиной N. Общую прямую MN назовем l. Если бы прямая l при отображении оставалась на месте, то по доказанной теореме точки пересечения соответственных прямых из двух пучков лежали бы на оси перспективы. 

Поскольку мы рассматривем  отображение, не являющееся перспективным, то прямая l является образом прямой m из пучка (, а ее образ – это прямая n из пучка (. (Для окружности прямые m и n были касательными в вершинах пучков, они же будут касательными и к конике.) Выберем еще в пучке ( любую прямую а, а в пучке ( – ее образ b. Точку пересечения прямых а и b назовем А. Проективное отображение полностью задается тремя парами соответственных элементов. В первом пучке возьмем прямые m, a, l, а в другом – их образы l, b, n.
Проведем через прямую n любую плоскость и построим в ней окружность, которая касается прямой n в точке N. Проведем касательную m' к окружности, проходящую через точку пересечения прямых m и n. Точку касания обозначим М'. Через прямую a и точку М' проведем плоскость, пересекающую окружность в точках М' и А'. Точку S пересечения прямых АА' и ММ', лежащих в одной плоскости,  сделаем центром проекции.


Рассмотрим проекцию плоскости окружности на исходную плоскость с центром S. Точки М', А', N  переходят в точки М, А, N. В плоскости окружности можно рассмотреть проективное отображение пучка с вершиной М' на пучок с вершиной N. Точки пересечения соответственных пучков порождают окружность. Соответствующее отображение пучков задается соответствием троек прямых m', a', l' и l', b', n. Эти прямые являются прообразами прямых m, a, l и l, b, n при центральной проекции. Значит, соответственные лучи пучков, порождающих окружность, переходят при проекции в соответственные лучи пучков, порождающих конику. Что и требовалось доказать.

 Теорема Паскаля

Из доказанной теоремы следует, что если взять два пучка прямых с вершинами на любом коническом сечении, и рассмотреть отображение одного пучка на другой, такое что соответственные прямые пересекаются в точках, лежащих на конике, то это отбражение будет проективным, то есть сложное отношение прямых будет сохраняться.

Можно сформулировать этот результат и по-другому:

Выберем на конике четыре неподвижные точки A, B, C, D и пятую подвижную точку М. Сложное отношение прямых МA, МB, МC, МD не зависит от выбора точки М.

Новое определение конического сечения ставит перед нами естественную задачу на построение. Возьмем два пучка с вершинами М и N. Чтобы задать проективное отображение, достаточно выбрать в каждом пучке тройку прямых: a1, b1, c1 – в первом пучке и a2, b2, c2 – во втором. Три точки пересечения соответствующих прямых А, В, С лежат на конике. Кроме того, коника должна проходить еще и через точки М и N.

Значит, взяв любые (!) пять точек общего положения М, N, А, В, С, можно построить единственную конику, проходящую через эти точки. Две из этих пяти точек будут вершинами пучков, и из каждой вершины проводим по три прямые через три оставшиеся точки. Таким образом проективное отображение одного пучка на другой становится полностью определенным. Вершинами пучков при этом можно выбирать любые две точки. Коника будет получаться та же самая. (почему?)

Таким образом, уже доказана очень сильная теорема.

Теорема



Фактически, имея пять исходных точек, мы можем постоить еще сколько угодно точек конического сечения. Действительно, взяв любую прямую из одного пучка, построим ее образ в другом пучке, тогда их точка пересечения будет лежать на искомой конике. Возвращаемся к  уже известной задаче:

По данным четырем прямым  a1, b1, c1, d1, проходящим через точку М, и трем прямым a2, b2, c2, проходящим через точку N, построить прямую d2 такую, чтобы  выполнялось равенство (a1b1, c1d1) = (a2b2, c2d2).

Эта задача была полностью решена, когда мы давали определение проективного отображения пучков. Однако, решив ее другим способом, мы получим доказательство одной из самых замечательных теорем проективной геометрии – теорему Паскаля. 


План построения будет следующим: сначала заменим сложное отношение прямых (a1b1, c1d1) сложным отношением точек, лежащих на одной прямой, потом спроецируем эти точки на другую прямую, и  опять перейдем от точек к прямым a2, b2, c2, d2 с сохранением сложного отношения.

 Пусть прямые a1, b1, c1, d1 пересекают прямую АВ в точках A, B, C1, D1. Тогда        (a1b1, c1d1) = (AB,C1D1). Построим теперь центральную проекцию прямой АВ на прямую ВС. Центром проекции выберем точку S, в которой пересекаются прямые c1 и a2. Проекциями точек A, B, C1, D1 будут точки A2, B, C, D2. (AB, C1D1) = (A2B, CD2). Соединяя точки A2, B, C, D2 с точкой N, получаем три данные прямые a2, b2, c2 и четвертую прямую d2.
 (a2b2, c2d2) = (A2B, CD2) = (AB, C1D1) = (a1b1, c1d1). Точка D пересечения прямых d1 и d2 лежит на конике. 

Заметим, что в  этом построении появляется всего одна прямая, которая не принадлежит двум исходным пучкам и не соединяет две исходные точки. Это прямая р, которая проходит через центр проекции S и соединяет точки D1 и D2. 

Убирая с чертежа некоторые прямые и точки и вводя новые обозначения, получаем теорему Паскаля.

Теорема Паскаля

Пусть шесть точек АВCDMN лежат на произвольном коническом сечении, тогда точки пересечения прямых AN и CM, AB и DM, ВC и DN лежат на одной прямой.

Доказательство теоремы следует непосредственно из построения. Действительно, пять точек из шести данных полностью определяют конику. Проводя построение шестой точки, получаем прямую Паскаля. Это та самая прямая р, которая не проходит ни через одну из начальных пяти точек.

Паскаль доказал эту теорему, когда ему было всего 16 лет. Это случилось по крайней мере за 250 лет до того, как Штейнер сформулировал проективное определение коники.  Нет сомнения, что доказательство Паскаля использовало только «классические» теоремы евклидовой геометрии. 

Чтобы лучше разобраться с теоремой, рассмотрим щесть точек, лежащих на окружности. Соединяя их одну за другой, получим шестизвенную ломаную ABCMDN. Паскаль назвал ее «Hexagramma mysticum», мы назовем ее шестиугольником Паскаля. 

Если эта ломаная ограничивает выпуклый шестиугольник, то пары отрезков AN и CM, AB и DM, ВC и DN являются его противоположными сторонами. В этом случае теорему Паскаля формулируют обычно так:


Точки пересечения противоположных сторон шестиугольника, вписанного в окружность (или коническое сечение), лежат на одной прямой.

Эту же формулировку можно оставить и для случая, когда ломаная не является выпуклой. «Противоположными сторонами шестиугольника» будем считать такие звенья ломаной, которые разделены ровно двумя другими звеньями с каждой стороны.


Здесь становится особенно хорошо видна  связь между теоремой Паскаля и теоремой Паппа. В обеих теоремах речь идет о точках пересечения противоположных сторон шестиугольника. И в обеих теоремах эти точки лежат на одной прямой. И это, конечно же, не случайность. 

Мы назвали коникой множество точек пересечения соответствующих прямых двух пучков, между которыми установлено проективное соответствие. Если эти пучки находятся в перспективном соответствии, то соответствующие прямые пересекаются на оси перспективы. Кроме того прямая, которая соединяет вершины пучков переходит сама в себя. Так что в этом случае под определение коники вполне подходят две пересекающиеся прямые.

Если давать определение конического сечения, как пересечения плоскости и конической поверхности, то рассмотрев плоскость, проходящую через вершину конуса, опять получим две пересекающиеся прямые. Естественно, поэтому, считать пересекающиеся прямые особым, «вырожденным» случаем коники. Теорема Паппа теперь становится частным случаем теоремы Паскаля.

Теорема Брианшона

Воспользуемся двойственностью точек и прямых на проективной плоскости, чтобы сформулировать теорему, двойственную теореме Паскаля. Брианшон сделал это почти через 150 лет после опубликования теоремы Паскаля. С тех пор во всех книгах по проективной геометрии эти две теоремы находятся рядом, иллюстрируя принцип двойственности.

Возьмем шестиугольник Паскаля, вписанный в коническое сечение, и применим к нему полярное преобразование. Коника останется на месте, а вершины шестиугольника перейдут в свои поляры, то есть касательные к конике. Стороны шестиугольника перейдут в свои полюса, то есть точки пересечения шести поляр. Точки пересечения противоположных сторон вписанного шестиугольника превратятся в прямые, соединяющие вершины описанного шестиугольника. Поскольку три исходные точки лежали на одной прямой, три соответствующие поляры будут проходить через одну точку.

Теорема Брианшона

Прямые, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, стороны которого касаются конического сечения, пересекаются в одной точке.


Интересно теперь поставить такой вопрос: что является образом коники при полярном преобразовании? Действительно, точки переходят в прямые, прямые – в точки, а во что перейдет коника?

Совершим сначала полярное преобразование коники относительно себя самой. Каждая точка коники перейдет в свою поляру – касательную к конике. Получается, что коника, которая была множеством точек, станет теперь множеством прямых. Это множество называют оболочкой коники.

Рассмотрим два пучка, порождающие конику. Между ними установлено проективное соответствие. В результате полярного преобразования прямые каждого пучка перейдут в точки одной прямой. Между точками двух прямых также будет установлено проективное соответствие, поскольку полярное преобразование сохраняет сложное отношение.

Точки пересечения соответственных прямых превратятся в прямые, соединяющие соответственные точки. Как мы только что выяснили, эти прямые являются касательными к конике. Значит оболочку коники можно представить, как множество прямых, соединяющих пары соответственных точек при проективном отображении одной прямой на другую.

Принцип двойственности позволяет высказать и более общее утверждение. 

Рассмотрим две прямые, между точками которых установлено проективное соответствие. Множество прямых, соединяющих соответственные точки, образует оболочку какой-либо коники. 

Полное доказательство этой теоремы приводить не будем. Вдумчивый читатель может рассмотреть оболочку коники, как центральную проекцию оболочки окружности и доказать двойственный аналог соответствующей теоремы о пучках.


Теперь можно сформулировать еще один замечательный двойственный результат.


А также:




Рассмотрим  теперь проективное отображение прямой а на прямую а', при котором бесконечно удаленная точка одной прямой перейдет в бесконечно удаленную точку другой прямой. Поскольку прямые, соединяющие соответственные точки, являются касательными к коническому сечению, то среди этих касательных будет и бесконечно удаленная прямая. Коника, касающаяся бесконечно удаленной прямой, называется параболой. Прямые а и а' – касательные. Обозначим точки касания М и N.

Возьмем теперь еще какую-нибудь касательную к параболе, которая соединяет соответственные точки В и В'. Пусть прямые а и а' пересекаются в точке S. При отображении одной прямой на другую точка М переходит в S, точка S – в N, точка В – в В', бесконечно удаленная точка Х( – в бесконечно удаленную точку Х'(.

Значит, (MS, BX() = (SN, B'Х'(). Но 
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, то есть касательная к параболе делит отрезки двух других касательных в одном и том же отношении (в противоположных направлениях).

Отложим теперь на сторонах какого-либо угла два отрезка, начиная от вершины, и поделим каждый на n равных частей. Соединяя точки, которые делят отрезки в одном и том же отношении (см. чертеж), получаем семейство касательных к параболе.


Задача о бабочке

Мы уже неоднократно сталкивались с тем, что проективная геометрия служит источником разнообразных сложных задач по планиметрии. Вот еще одна знаменитая задача про окружность, известная как «задача о бабочке».


Пусть хорды окружности АС, BD и KN пересекаются в точке М, а прямая KN пересекает прямые АВ и CD и точках Р и Q. Если точка М является серединой хорды КМ, то MP = MQ.

Все известные «школьные» решения этой задачи довольно сложны. Дело в том, что в основе ее лежит проективная теорема, поэтому использовать в решении такие свойства окружности, как равенство радиусов или равенство вписанных углов, напрямую не получается. Приходится изобретать неочевидные дополнительные построения и всячески «выкручиваться». Если же перевести задачу на «проективный язык», решение становится вполне прозрачным.

Вместо окружности возьмем произвольную конику. Точка М пусть будет не серединой хорды, а произвольной точкой на некоторой прямой. На нашем чертеже эта прямая пересекает конику, хотя это совсем не обязательно. Выберем на прямой l еще одну точку Р и проведем через нее какую-нибудь прямую, пересекающую конику в точках А и В. Теперь проведем прямые АМ и ВМ до пересечения с коникой в точках С и D. Пусть прямая CD пересекает прямую l в точке Q. 

Оказывается, положение точки Q на прямой l определяется только коникой и точками М и Р. «Бабочка» ABCD может быть любой (!), лишь бы сторона АВ проходила через точку Р, а прямые АС и BD пересекались в точке М.

Чтобы убедиться в этом построим полный четырехвершинник с вершинами A, B, C, D, который позволяет провести поляру m точки М. Пусть эта поляра пересекает прямую l в точке К. Положение точки К на прямой l зависит только от коники и точки М.

На стороне четырехвершинника АD образовалась гармоническая четверка АD,XY. Ее проекцией на прямую l является четверка КМ,PQ. Значит, точка Q – это четвертая гармоническая к точкам М, К, Р, положение которых не зависит от  «бабочки» ABCD.

Другими словами:

Пусть четыре прямые пучка с вершиной М пересекают конику в точках АВ, CD, А'В',  C'D', прямые АD и A'D' пересекаются в точке Р, прямые ВС и В'С' – в точке Q. Тогда точки Р, Q, М лежат на одной прямой.


Это утверждение можно также вывести, используя теорему Паскаля. Возвратимся теперь к  задаче о бабочке. 

Проведем через точку М серединный перпендикуляр к отрезку KN и построим «бабочку», симметричную исходной. Точки Р и Q пересечения соответственных сторон двух «бабочек»,  во-первых, симметричны относительно проведенной оси, а во-вторых, лежат на одной прямой с точкой М. Отсюда сразу же получаем утверждение задачи.


Проективные отображения конических сечений

До сих пор мы рассматривали проективные отображения прямой на прямую и пучка на пучок. Попробуем рассмотреть отображение коники на конику или, что более важно, отображение коники самой на себя. Для этого надо лишь определить сложное отношение четырех точек коники или четырех касательных к конике.

Это определение естественным образом следует из ранее доказанных теорем. Возьмем на коническом сечении четыре произвольные точки A, B, C, D и пятую точку М. Как нам уже известно, сложное отношение прямых МA, МB, МC, МD не зависит от выбора точки М. Назовем это отношение сложным отношением четырех точек коники.

Точно так же, выбирая четыре касательные a, b, c, d и пятую касательную  m, называем сложным отношением четырех касательных a, b, c, d сложное отношение точек их пересечения с прямой  m. Это сложное отношение не зависит от выбора касательной m. Более того, сложное отношение четырех касательных равно сложному отношению точек касания. Это следует из того, что при полярном отображении точки коники переходят в ее касательные и наоборот, а все сложные отношения сохраняются.

В дальнейшем имеет смысл рассматривать невырожденную конику, как совокупность всех ее точек и, одновременно, всех ее касательных. Можно тогда без оговорок считать, что полярное преобразование конику переводит в конику. Точки и прямые при этом меняются местами.

Можно теперь рассмотреть отображение коники самой на себя, сохраняющее сложное отношение четырех точек (касательных). Если точки A, B, C, D переходят в точки A', B', C', D', то (AB,CD) = (A'B',C'D') (аналогично для касательных). Такое отображение назовем проективным. Оказывается, проективные отображения «хорошо устроены», то есть обладают многими полезными свойствами.

Покажем, во-первых, что проективное отображение коники на себя задается тремя точками и тремя их образами. Если известно, что  точки A, B, C переходят в точки A', B', C', то образ D' любой другой точки D однозначно определен.

Заметим сначала, что поскольку сложное отношение четырех точек коники определено через сложное отношение четырех прямых, то для любых трех точек коники и заданного значения сложного отношения существует единственная точка, для которой это отношение принимает данное значение. Покажем теперь, как построить эту точку.

Рассмотрим два пучка с вершинами А и А'. Проведем прямую s через точки пересечения прямых АВ', А'В и АС', А'С. Построим перспективное отображение одного пучка на другой с осью перспективы s. Каждой прямой каждого пучка соответствует единственная точка коники. При этом точки А и А' соответствуют касательным в своих пучках. Отображение пучка на пучок задает отображение коники самой на себя. Сложное отношение, конечно же, сохраняется.

Значит образ D' точки D строится так:

Проводим прямую А'D до пересечения с осью s, затем соединяем получившуюся точку с точкой А и продолжаем до пересечения с коникой в точке D'.

Главное свойство проективного отображения коники на себя состоит в том, что положение оси перспективы s не зависит от выбора двух соответственных точек А и А'. Ось перспективы задается самим отображением. 

Пусть задано проективное отображение коники на себя. Выберем любую пару точек А, В и их образов А', В'. Точки пересечения прямых АВ' и А'В лежат на одной прямой. Эта прямая s называется осью перспективы отображения коники на себя.

Для доказательства достаточно взять на конике три любые точки A, B, C и их образы A', B', C' и убедиться, что точки пересечения пар прямых АВ' и А'В, АС' и А'С, ВС' и В'С лежат на одной прямой. Это утверждение есть не что иное, как хорошо знакомая нам теорема Паскаля. Значит, для любого отображения коники задана его ось.

На нашем чертеже ось s не пересекает конику. Если же это не так, то точки пересечения коники с осью будут неподвижными точками отображения. (почему?) Кроме того, любое отображение можно задать парой соответственных точек А и А' и осью s.

Теорема Понселе

Свойства проективных отображений позволяют доказать теорему Понселе для треугольников. Сформулируем ее пока что следующим образом:

Если вершины двух трехвершинников принадлежат некоторой конике, то все их шесть сторон касаются другой коники.

Для доказательства рассмотрим два трехвершинника АВQ и CDP. Пусть стороны РС и PD пересекают прямую АВ в точках К и L, а стороны QA и QB пересекают прямую CD в точках M и N.

Сложное отношение четырех точек коники  определяется через сложное отношение четырех прямых. Рассматривая пучок с центром в точке Р,  получаем, что 
(АС,DB) = (AK, LB). Точно так же рассматривая пучок с центром в точке Q, получаем, что (АС,DB) = (MС, DN). Следовательно, (AK, LB) = (MС, DN), и, значит, существует проективное отображение прямой АВ на прямую CD, при котором точки A, K, L, B переходят в точки M, С, D, N. Прямые, соединяющие соответственные точки отображения, принадлежат оболочке некоторой коники, что и требовалось доказать. 

Заметим, что любая коника полностью задается пятью своими касательными. Рассмотрим какой-либо трехсторонник, стороны которого касаются коники Γ1, а вершины лежат на конике Γ2. Если взять теперь любой трехсторонник с вершинами, лежащими на  Γ2, и двумя сторонами, касающимися Γ1, то из доказанной теоремы следует, что и третья его сторона обязательно будет касаться той же самой коники Γ1.

Для двух окружностей теорему Понселе можно сформулировать так:

Пусть (  и ( – вписанная и описанная окружности одного и того же треугольника. Тогда для любой точки М, лежащей на окружности (, существует треугольник с вершиной М, вписанный в окружность (  и описанный вокруг окружности (.

Центральное отображение

Важный случай проективного отображения коники на себя – центральное отображение. Строится оно следующим образом:

Возьмем любую точку S, не лежащую на конике и рассмотрим пучок с вершиной S. Если прямая пучка пересекает конику в точках А и А', то будем считать, что точки А и А' переходят друг в друга при центральном отображении с центром S. Если же прямая пучка касается коники в точке Р, то будем считать, что точка Р переходит сама в себя.



Докажем, что центральное отображение является проективным, а его ось – это поляра точки S.

Заметим сначала, что если прямые АА' и ВВ' пересекаются в полюсе S, то точки пересечения прямых АВ', А'В и АВ, А'В' лежат на поляре s.

Построим теперь отображение, заданное парой соответственных точек А, А' и осью s. Для любой точки В ее образ  В' строится так:

Построим точку Р пересечения прямой А'В с осью s. потом проведем прямую АР до пересечения с коникой в точке В'. Нетрудно заметить, что поскольку ось s является полярой точки S, то прямая ВВ' проходит через полюс S. Более того, то же самое построение, будучи примененным к точке В', приведет обратно к точке В.

Значит,  проективное отображение, заданное парой точек А, А' и осью s, совпадает с центральным отображением с центром S.

Точно так же несложно доказать, что если при проективном отображении коники хотя бы одна пара точек меняется местами, то отображение является центральным. Доказательство можно провести на том же самом чертеже.

Действительно, если точка А' является образом точки А, и одновременно, точка А является образом точки А', то построение точки В' по известной точке В можно вести двумя способами.

Можно строить прямую А'В, находить точку Р ее пересечения с осью, потом проводить прямую АР до пересечения с коникой в точке В'. Но можно идти и в обратном порядке. Построим точку Q пересечения прямой АВ с осью s. потом проведем прямую А'Q до пересечения с коникой в точке В'. Чтобы построение двумя способами привело к одной и той же точке В', прямая АА' должна обязательно проходить через полюс S оси s. Но в этом случае, как мы уже видели, отображение является центральным.

Используя доказанные свойства, решим интересную задачу.

Лемма

Композиция двух центральных отображений с центрами S и P  является проективным отображением с осью SP.

Применим к точке А центральное отображение с центром S, а к ее образу  центральное отображение с центром Р. Получим точку А'. Таким же образом из точки В получим точку В'. Точка пересечения прямых АВ' и А'В должна лежать на оси отображения. По теореме Паскаля все такие точки лежат на прямой SP. Значит она и будет осью отображения.

Теорема

Композиция трех центральных отображений, центры которых лежат на одной прямой, является центральным отображением с центром на той же прямой.

Рассмотрим композицию трех центральных отображений с центрами S, P, Q. Применяя последовательно три отображения, построим образ  точки А – точку  А'.

Построим теперь образ точки А' при этой же композиции отображений. По теореме Паскаля мы вернемся обратно в точку А.

Значит, при композиции трех центральных отображений с центрами S, P, Q точки А и А' меняются местами. Следовательно это – центральное отображение. Назовем его центр М.

Последовательное применение всех четырех центральных отображений возвращает любую точку на ее исходное место или, как говорят, является тождественным отображением.

Значит, применяя к любой точке композицию отображений с центрами S и P, или же композицию отображений с центрами М и Q, (в обратном порядке!) будем получать один и тот же результат. Следовательно, осью этой композиции служит как прямая SP, так и прямая МQ. Это и значит, что точка М лежит на прямой, проходящей через точки S, P, Q.

Построим теперь все четыре центральные отображения для двух различных точек А и В. Получаем следующий результат:


Если в конику вписаны два четырехсторонника и точки пересечения трех соответственных сторон лежат на одной прямой, то и точка пересечения двух оставшихся сторон также лежит на этой прямой.

Интересно было бы найти «школьное»  доказательство этой теоремы для двух четырехугольников, вписанных в окружность.


Можно, конечно же, сформулировать и двойственную теорему. Для этого построим полярное отображение. Вместо вписанных четырехсторонников появятся описанные четырехсторонники, а теорема станет звучать так:

Если вокруг коники описаны два четырехсторонника и прямые, соединяющие три соответствующие вершины, проходят через одну точку, то и прямая, соединяющая оставшиеся две вершины, также проходит через эту точку.

Рассматривая композицию трех произвольных центральных отображений коники на себя, получаем решение следующей задачи

Дана окружность (коника) и три произвольные точки, ей не принадлежащие. Построить треугольник (трехсторонник), вершины которого лежат на окружности (конике), а стороны проходят через данные точки.

Действительно, задача сводится к тому, чтобы найти неподвижную точку отображения, которое является композицией трех центральных отображений. Для этого достаточно построить образы трех произвольных точек А, В и С при этом отображении, и по трем точкам и их образам А', В' и С' построить ось отображения. Точки пересечения этой оси с коникой и будут неподвижными точками. Каждая из неподвижных точек является вершиной одного из искомых трехсторонников.

К сожалению, чертеж к задаче получается весьма запутанным и перегруженным вспомогательными линиями, так что нет смысла приводить его здесь. Гораздо полезнее построить его самостоятельно.

Произвольное отображение коники на себя

В самом начале мы рассматривали проективные отображения прямой на прямую. Но две прямые представляют собой вырожденный случай конического сечения. В таком случае, отображение одной прямой на другую есть частный случай отображения коники на себя, а центральная проекция одной прямой на другую соответствует центральному отображению коники.

Рассмотрим отображение одной прямой на другую, не являющееся центральной проекцией. Как известно, прямые, соединяющие соответственные точки, образуют линейную оболочку некоторой коники. Оказывается, это утверждение оказывается верным и для невырожденной коники.

Теорема

Рассмотрим произвольное нецентральное проективное отображение коники на себя. Прямые, соединяющие соответствующие точки отображения, образуют линейную оболочку некоторой коники.

Чтобы доказать эту теорему, сведем случай произвольной коники к двум пересекающимся прямым. Выберем две произвольные прямые MM' и NN', соединяющие соответственные точки и покажем, что отображение коники на себя порождает отображение этих прямых друг на друга.


Заметим сначала, что прямые АВ' и А'В пересекаются в точке В0, лежащей на оси отображения s. Следовательно, точка В1, в которой пересекаются прямые АА' и ВВ', лежит на поляре точки В0.



Возьмем теперь произвольные точки М, А, В, С, D, и их четыре образа М' А', В', С', D'. По определению проективного отображения (AB,CD) = (A'B',C'D'). Теперь рассмотрим точки А1, В1, С1, D1 пересечения прямых АА', ВВ', СС' DD' с прямой ММ'.

Эти точки лежат на полярах точек А0, В0, С0, D0. Все эти поляры проходят через точку S, полюс оси s.  При этом сложное отношение четырех поляр равно отношению полюсов (А0В0,С0D0).

Значит, (А0В0,С0D0) = (А1В1,С1D1), но по определению сложного отношения четырех точек коники, равному отношению четырех прямых, проходящих через точку М', (А0В0,С0D0) = (AB,CD). Значит, (А1В1,С1D1) = (AB,CD), и это равенство не зависит от выбора точек М и М'. 

Выберем теперь две прямые ММ' и NN'. Получается, что для любой четверки прямых АА', ВВ', СС' DD' сложное отношение точек их пересечения с прямыми ММ' и NN' будет одним и тем же. Значит, отображение коники на себя порождает отображение прямой ММ' на прямую NN', откуда и следует утверждение теоремы.

Произвольное отображение коники на себя (продолжение)
Получается, что проективное отображение коники на себя порождает другую конику. Попробуем разобраться, как эти две коники связаны между собой. Если отображение имеет неподвижные точки, то дело обстоит достаточно просто. Касательная в неподвижной точке исходной коники является прямой, соединяющей соответственные точки отображения. Здесь мы считаем, что касательная «соединяет точку А с точкой А». Значит, эти касательные входят в линейную оболочку порожденной коники.

Получается, что порожденная коника касается исходной в двух неподвижных точках. Но если неподвижных точек нет, то коники вообще не имеют общих точек. Можно конечно сказать, что коники касаются в двух мнимых точках, но, к сожалению, предъявить эти точки на чертеже нельзя. Мнимые точки появляются внутри довольно сложной и абстрактной алгебраической модели. Область математики, исследующая свойства этих моделей, называется геометрией (землемерием) только в силу исторической традиции. Уравнениям, описывающим различные «геометрические» объекты давно уже не соответствуют никакие чертежи.

Если же мы хотим остаться в рамках «синтетической» геометрии (с чертежами), то придется сформулировать такое свойство взаимного расположения этих двух коник, которое не зависит от наличия точек пересечения.


Заметим сначала, что прямая  s, соединяющая неподвижные точки отображения – это его ось. Очевидно, полюсом этой прямой относительно обеих(!) коник является точка пересечения общих касательных. Можно ожидать, что и в случае отсутствия общих точек ось отображения будет иметь один и тот же полюс относительно двух коник. И это действительно так.

Для доказательства заметим, что полюс и поляру связывают два взаимно двойственных построения. Поляра по известному полюсу строится с помощью вписанного четырехвершинника, полюс по известной поляре – с помощью описанного четырехсторонника. Идея доказательства – совместить эти два построения.


Одно построение применим к исходной конике, заданной как множество точек, а второе – к порожденной конике, получившейся как линейная оболочка, то есть множество прямых. Покажем, что в результате для оси отображения получится один и тот же полюс.

Рассмотрим полюс S оси отображения относительно исходной коники. Нетрудно убедиться, что если выбрать на конике две точки А и В таких, что прямая АВ проходит через полюс S, и построить их образы А' и В', то прямая А'В' также будет проходить через этот полюс.

Действительно, прямые А'В и АВ' пересекаются на оси s. Поляра точки пересечения М проходит как через полюс S, так и через точку пересечения диагоналей АВ и А'В'. Но полюс уже лежит на прямой АВ, откуда и следует справедливость утверждения. Кроме того получаем, что и точка N пересечения АА' и ВВ' также лежит на оси s.

 Прямые АА' и ВВ' входят в линейную оболочку порожденной коники, то есть являются касательными к ней. Построим теперь еще две касательных. Для этого применим отображение к точкам А' и В' и получим точки А'' и В''. Прямая А''В'' также проходит через полюс S, а прямые А'А'' и В'В'' касаются порожденной коники. При этом точка пересечения прямых А'А'' и В'В'' опять же лежит на оси s.


Рассмотрим теперь  четырехсторонник, образованный прямыми АА',  ВВ', А'А'',  В'В''. Его стороны касаются порожденной коники, а точки пересечения противоположных сторон лежат на оси s. Значит, его диагонали проходят через полюс прямой s относительно порожденной коники. Но одна из его диагоналей – прямая А'В'.

Значит, если прямая АВ проходит через полюс исходной коники, то прямая А'В' проходит через полюс порожденной коники. Применим это же утверждение к прямой А'В'. Поскольку она проходит через полюс исходной коники, то прямая А''В'' проходит через полюс порожденной коники. Значит полюс порожденной коники совпадает с точкой пересечения прямых А'В' и А''В'', то есть с точкой S. Что и требовалось доказать.

Верно и более сильное утверждение. Чтобы его сформулировать заметим, что любая коника порождает для любой прямой, не являющейся касательной, проективное отображение этой прямой на себя. Строится оно следующим образом:

Возьмем на прямой s произвольную точку А и построим ее поляру а. Точку А' пересечения поляры а с прямой s будем считать образом точки А.

Это отображение действительно является проективным, поскольку сложное отношение четырех точек прямой равно сложному отношению четырех их поляр.


Кроме того, в силу принципа двойственности, если поляра точки А проходит через точку А', то и поляра точки А' проходит через точку А. Трехвершинник SАА' – автополярный. Значит, при данном отображении точка А' переходит обратно в точку А. Отображения, при которых точки обмениваются местами, называют инволюциями. Поэтому, отображение, которая коника порождает на прямой, называют инволюцией сопряженных точек.

Если прямая s пересекает конику, то инволюция меняет местами точки в парах, которые гармонически разделяют точки пересечения. Сами точки пересечения остаются на месте. Если же коника и прямая s не пересекаются, то инволюция не имеет неподвижных точек.

Возвращаясь к двум касающимся коникам – исходной и порожденной, сформулируем следующее утверждение:

Обе коники порождают на оси отображения одну и ту же инволюцию сопряженных точек.

Утверждение является вполне очевидным, если ось отображения пересекает исходную конику. Действительно, в этом случае инволюция однозначно задается двумя неподвижными точками. Для любой точки А прямой s ее образ строится, как четвертая гармоническая точка к ней самой и двум неподвижным точкам.

Если же коника и ось отображения не пересекаются, то придется доказать, что любая точка, лежащая на оси, имеет одну и ту же поляру относительно обеих коник.


Заметим сначала, что если стороны четырехвершинника касаются коники, то его диагонали образуют автополярный трехвершинник, то есть каждая диагональ является полярой противоположной вершины. Применим это утверждение к двум коникам.


Возьмем на оси отображения любую точку М и проведем прямую MS, точки ее пересечения с коникой обозначим А' и В'. Построим теперь точки А, В, А'', В'' (обозначения предыдущей теоремы). Получаем, что диагональ четырехсторонника, описанного вокруг порожденной коники, является полярой точки М. Та же диагональ SM' будет полярой точки М и относительно исходной коники. Это следует из того, что она проходит через точки пересечения прямых АА' и В'В'', ВВ' и А'А'', каждая из которых лежит на поляре. 

Из того, что прямая SM' является полярой точки М относительно обеих коник следует, что обе коники порождают на оси s одну и ту же инволюцию сопряженных точек.
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Если прямая PQ проходит через точку В, то прямая MN  проходит через точку А.





Если прямая АВ параллельна PQ,, то прямая MN  делит отрезок PQ пополам.
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(АВ,CD) = (A'B', C'D') 





(аb,cd) = (a'b', c'd') 





Любое проективное отображение одной прямой на другую однозначно задается тремя точками на одной прямой и их образами на другой прямой.


Любое проективное отображение одной прямой на другую либо является центральной проекцией, либо представимо в виде композиции двух центральных проекций.








Любое проективное отображение одного пучка на другой однозначно задается тремя прямыми одного пучка и их образами в другом  пучке.


Любое проективное отображение одного пучка на другой либо является перспективным, либо представимо в виде композиции двух перспективных отображений.
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Проведем к конике четыре неподвижные касательные a, b, c, d и пятую подвижную касательную  m. Пусть прямые a, b, c, d  пересекают прямую m в точках A, B, C, D. Сложное отношение точек A, B, C, D не зависит от выбора касательной m.








Выберем на конике четыре неподвижные точки A, B, C, D и пятую подвижную точку М. Сложное отношение прямых МA, МB, МC, МD не зависит от выбора точки М.
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Через любые пять точек плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой, можно провести единственное коническое сечение (либо эллипс, либо параболу, либо гиперболу).





Через любые пять точек плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой, можно провести единственное коническое сечение (либо эллипс, либо параболу, либо гиперболу).








Для произвольных пяти прямых, никакие три из которых не проходят через одну точку, существует единственное коническое сечение (либо эллипс, либо парабола, либо гипербола), касающееся данных прямых.
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