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MEMOIRE

SUR

LES LIGNES DU SECOND ORDRE.

Uxe ligne du second ordre est la section faile
par un plan dans une surface conique i base cir-
culaire; de Ia vient que ces ligues. prennent ordi-
nairement le nom de sections conigues, ou sim-~
plement de conigues. '

_ La droite que déterminent les deux points de
contact de deux tangentes quelconques d'une co-
pique, est appelée, par abréviation, corde de
contact. ‘ :

Le péle d'une droite, tracée & volonté dans le
plan d'uneconique, estle point fize autour duquel
tournent toutes les cordes de contact des paires de
tabgentes issues des différens points de la droite.
— Cetie droite, elle-méme, est dite la polaire du
point fise.— On sait construire la polaire lorsque
le pole est connu, et le péle lorsque la polaire
est connue, en nemployant que la régle seule-
ment.
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Un probléme linéaire, ou probléme de la
régle, est celui dont larésolution graphique s’effec- -
tue avec la ligue draite seule..

La Géomeétrie de la régle a pour objet les pro-
priéiés de situation des systémes de lignes droites.

Nous emploierons le mot de projection dans
le méme sens que celui de perspective. Dans tous
Ies cas, le tableau, ou la surface de projection, est
un plan. — Ainsi une conique est la projection
d'un cercle.

Ayant un nombre quelconque de points rangés
comme on voudra sur un plan, st on joint par
des droites le premier au deusiéme, le deuxiéme
au troisiérae,..... le’ dernier au premier, on for-
mera upe figure fermée a laquelle on est convenu
de donner le nom de polygore.

Dans la description des systémes de lignes, et
dans Pesposition de leurs propriéiés, nous aurons
constamment en vue le principe de la corrélation
des figures. Ce principe lumineux est savamment
de»ebppe parl 1llustre auteur de la Géométrie de
position.

La proportion fzarmomgue regne entre trois
quanmcs, lorsque la premiére moins la deuxiéme,
est 2 Ja deuxiéme moins la troisiéme, comme la
premiére est a la troisieme. — La théorie des lignes
harmoniques est intimement liée 4 celle de la'géo-.
métrie de la régle. '
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Dans la vue dabréger le discours et de mieux
faire sentir lenchainement des conséquences, nous
avous, dans les figures corrélatives, conservé les
mémes notations. Au moyen de cette analogie, les
constructions se démontrent I'une par lautre.

" On remarquera dans les planches quelques lettres
renversées. Elles désignent le point d'intersection
de deux lignes qui; de concourantes et distinctes
qu’elles étaient dans le systéme primitif, sont deve-
nues, ou paralléles ou asymptotes, ou méme coin~
cidentes, par _suile des modifications de ce sys-

[

teme.
* L
. Trois droites fixes , issues d’'un méme point S,
sous des angles quelconques, étant coupées en
A, B, C par une droite. transversale arbitraire ,
ona '
AC BC

K.— : ]TS == constanle.

O

1L

Ainsi, pour quatre-droites fixes, issues dun
méme point, sous des angles quelconques ,. et
rencontrées en' A, B, C, D par une droite trans~
versale arbitraire ,

AC BC.

A_D : —B~—D- =..C0nstaﬂle-
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51 donc on a, sur un meme ah«nement . qua;-,,,
trc poxmsA B, C,D,tels, que les dxstances de,
T'un deux, D, aux trois autres, forment une pro-
portion harmomque

AD—CD CD-—BD

T A0 T TUBD
AD — BD’ Rt

le méme rapport subsistera pour toutes les pro-

]ecuons déla ﬁ"ure. ( Théoréine: éonnu. Voyez

Iouvrage de (:re"on-e de Saml—Vmcent, Opus’®
g P

"eometrzcam, édit. de 1647, pag: 6, propos. 0. )~
Une droite est divisée harmoniquement par
deux points , lorsque ceux-cl la partagent en seg-
mens proportiopuels. - - s
. De ces deux points de lelSlOD lun est surla
drpne méme , lantre sur le prolongeme_pt.., L

V.

Si une droite AB est divisée harmoniquement
par deux points G, D, la droite CD sera anssi di-
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visée, hacmoniquer_nent‘ par les deux .points A ,
B*; ( V. ),.
Chacnne des trois diagonales d'on quadnlatere— ,
complet est coupée harmomquemem par.les deux
autres. ( Geom. de pos-, o. :25 ) '

VI

~f U ,VI]. - .
Ayant douc, sur une droue , trois points A,
B, C, ou peut, avec la régle seule, trouver,
sur Ia meme dxrecuon le quatriéme harmoni-

que D -
ﬁh cotidition étant, par exemple ’
-“""l. AC BC
LML . y AD -B_ﬁv’

Chorm e e )
faites, 3 yolonté, un quadrilatére doat une des

* A, B, C, D sont quatres points harmonigues.

Si d’un point quelconque de 'espace on méne des
droites qui passent respectivement par A, B, C, D, ce
systeme de quatre ligaes convergenta sera un faisceau
7zarmorugue :

. Nous proposons ces définitions comme un moyen d’a-
bréger ce que nous aurons i dire sur la géométric de la
regle.

Le théoreme III peut se traduire ainsi :

« Toute droite transversale, menée dans le plan d’un
» faisceamqa&rmomque, donne, par ses intersections,
» quatre points harmoniques. »
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diagonales iende vers C, et dont les cétés oppo-
sés concourent en A, B, respectivemem;ila:
deuxiéme diagonale déierminera le point cher-
ché.D (V1). Propriétés connues. (De:la Hire,
Sectiones conicee, €dition de 1685, pag. 9,
. propos. 20.) :

Les articles L, Vet VII sont des principes
pour la théorie des alignemens.

" VIIL

Un parallélogramnie, avec ses deux diagonales
élant coupé par unedroite quelconque ; soit AB,
CD, EF, les portions de cette transversale compri-
ses , entre les deux -diagonales, et entre les deux
couples de cotés opposés, respectivement ; la
comparaison des triangles semblables donne

EA-__ FA
ED — FGC’
EB__FB ’
ECT D’

) . CA DA
CFT DR’
CB ‘DB

G T E

-



II-
d'oul'on conclut:

EAEB__ FATB
. ECED = FGFD’

A
CA-CB DADB

CECF~ DEDF
Or, ces deux derniéres relations ont lien pour tou-
tes les projections de la figure (Il); donc, elles
subsisteront encore si, au kieu dun parallélogram-
me, on considére un quadrilatére quelconque
coupé par une transversale arbitraire qui rencun~
tre les deux diagonales , et les deux couples le
colés opposés , en A et B, C et D, E ¢t F, respec-
tivement.
Et, comme on n'a égurd ici qu'a la direction
des lignes, chacun des conples de cétés oppo-
sés peut représenter le systéme des diagonales d’un
nouveau quadrilatére formé de l'autre couple et
~des deux premiéres diagonales."Donc
AC-AD  BC-BD
AEAF — BEBF
On ure de la .
AD.CF-EB = AF-CBED,
ACDE-FB = AE-DB'FC,
A
. CETA-BD=CAFDBE, .
EC-BF-DA = EA-BC-DF,

A;
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Ces sept équations A expriment les mémes rela-
tioos qui lient entre eux les douze segmens formés
sur les c6iés d'an quadrilatére-complet dont les
trois diagonales sont AB, CD, EF; elles ne sont,
toutes, quedes traductions différentes d'une méme
propriété.
IX. ,
Pour six points A, B, C,D, E, F, rangés en
hgoe'droite, chacune des sept conditions A com-
porte les six antres; c’est-3-dire que, si une seule
d'entre elles est satisfaite , toutes le seront.

X.

Lorsque six points d’une droite sont liés entre
eux par les relations A, leurs projections jouissent
dela méme proprieté (I, IX).

XI.

(Fig. 1.) Une droite étant menée a volonté -
dans le plan d'un quadrilatére. UXYZU inscrit
dans une conique; soient AB, CD, EF les portions
de cette transversale comprises entre les deux
branches de la courbe, et entre les deux couples
de c6tés opposés, respectivement ; les six points
A,B, C,D,E, F seront Kés entre eux par les
€quations A. o

En effer, puisqu'il suffit (X) d'établir Ia propo-
sition pour-une des perspectives de la figure, nous
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pouvons supposer que la courbe est un cercle; au-
quel cas il vieat, en désignant par T le point de
concours des deux cétés opposés XY, UZ qui sont
coupés, respectivement, en E, F par la wransver-
.sale arbitraire, -
EA-EB = EX‘EY,
FA-FB =FUFZ,
TXTY =TU-TZ; _

Or, le triangle EFT, coupé par les deux droites
UX, YZ, donne, par le priocipe des transver—
sales ¥,
. ‘ECFU'TX = EX-FC-TU, -
EDFZ-TY = EY:FD-TZ;

EA‘EB _ FAFB ‘
ECED = FCFD’ |

‘doac

¥ La théoric des transversales est un des plus beaux
.perfectionnemens de la géométrie moderne. Voici U'ex~
-tension qu’elle a regue : .
« Si, ayant une surface courbe quelcenque geome-
» trique, on décrit dans I'espace un polygone quelcon-
. » que plan ou gauche ABCDE, ct qu'ayant prolongs ses
= cbtés indéfiniment, on désigne par (AB), (RA'), les
» produits des segmens interceptés sur AB, entre cha-
-» cun des points A, B, respectivement , et les différen-
_» tes régions dela surface courbe , par (BC'), (CB’ ) les
» produits, etc., on aura
(AB)(BC)(CD (D EYFA’ _(B'A’)(C’B’)(D’C’)(E’D')(A’E’).
. Géométric de position , u°. 380.
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Ainsi (IX), les sept équations A sont satisfai~
tes. Donc, cte.

« Un quadrilatére quelconque étant inscrit dans
» une conique quelcongue; soit tracée, 3 volonté,
» une droite indéfinie; la corde interceptée sur
» celte trapsversale , entce les branches de la
» courbe, sera coupée en deux segmens par cha-
» cun des cdtés du quadrilaiére, prolongés a dis-
» crétion : et si, dans le méme ordre, on fait le
» rapport des deux segmens qui répondent a cha-

Appliqué aux surfaces du premier et du second ordre,
ce théoreme fournit un tres-beau principe i la géométrie
€lémentaire. Exemple :

« Si tous les cdtés d’un polygone plan ou gauche,
» prolongés indéfiniment, touchent une mé¢me surface
» du second ordre; ona, sur chaque c6té , denx seg-
» mens déterminés par le point de contact; et le pro~
» duit de tous ceux de ces segmens qui n’ont point d’ex~
» trémités communes est égal au produit de tous les
» antres. » : '

« Dans tout quadrilatere gauche , circonscrit 2 une
» surface du second ordre, les quatre points de contact
» sont dans un méme plan. » ' .

On a déja remargué, a I'occasion des transversales, que

le principe en était dd aux anciens, qui, en 'étendant
2 la sphere, en ont fait la base de toute leur trigonomé-
trie ; voyez : PToLOMEE, Almageste ; — Fr. MauroL¥cus,
Opuscula mathematica, édition de 1575, pag. 281;
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» que coté, le produit des rapports correspon-
» dans 2 deux cOiés opposés égalera le produit
» des rapports  correspondans aux deux amtres
» colés. »

Pascal nous a conservé un fragment de Desar-
gues*, qui contient I'énoncé d'un théoréme du
geare de celui-ci. ’ , .

Dans le cas particulier , ol la section conique
circopscrite est représentée par le sysieme des

—— ScruserT , Nouveaux actes de Pétersbourg , tome 12,
année 1794, etc.

La doctrine des transversales a 'avantage de s’appli-
quer également aux polygones sphériques et aux poly-
gones rectilignes : d’olx la conformité qui regue entre les
propriétés de situation de ces deux figures. Voici, au
sujet de ce rapprochement, mis dans un grand jour
par M. Carnot, une extension due au savant rédacteur
des Annales de mathématiques.

« Concevons que le centre d'une surface conique
» quelconque, du second ordre, coincide avec celui
» d’une sphere ; le systeme total des courbes 2 double
» courbure résultant de I'intersection des deux surfaces,
» jouira , par rapport aux arcs de grands cercles, des
» mémes propriétés dont jouissent les lignes du second
» ordre par rapport aux lignes droites. » ( Tome 4,
page 84.)

* Desargues a fait imprimer , en 1639, un Zraié
des sections-coniques , qui ne subsiste plus.
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- denx diagonales du quadrilatére UXYZU, on ré-
“tombe sur la proposition de P'article VIII. '
" De ce quivient d'étre- exposé, nous pourrions
conclure que, dans les courbes du second ordre ,
“Tes cordes paralléles ont leurs points-milieux distri-
“bués sur une méme droite appelée diamétre ; vien-
draient cnsuite les définitions et les propriéiés des .
centres , des diamétres-conjugues , etc. , mais
nous supprimons ces détails. ‘

XIL .
) ( Fig. 1.) Un triangle quelconque , EFT, étant
.coupé en A, B,U,Z,Y, X, par une conique;
soient D, I, H les poiats de concours des c6tés
- opposés de 'hexagone inscrit ABUZYXA.

‘Vu que les transversales UX, YZ, UB, AX
‘rencontrent les cotes de EFT, ona les quatre re-
Tations '

EXFC-TU = EC'FU‘TX,
EY-FDTZ = ED‘FZ'TY, LR
EI-'FB-TU =EB-FU-TI,
EX-FA-TH—=EA- FH: TX-

.Muluphant les deux premxeres entre elles et par
FA-FBECED = EA-EBFC- FD
(XD)ilvient- . " .
EX-EY-FA-FB-TU-TZ = EA-EBFU-FZ-TXTY; ( 7)



1‘7
Multipliant les trois derniéres I'une par l'autre, ct
divisant par (), on trouve

EI'FD-TH=ED-FH'TI ().
XIII.

(Fig.1, 3, 4.) Cette relation (¢) nous apprend
que les trois points D, I, H forment un seul aligne-
ment, en sorte que '

« Dans tout hexagone { ABUZYXA) inscrit i
» une conique, les trois points de concours (D,
» I, H) des c6tés opposés sont en ligne droite. » -

Clest sar ce principe , dont l'invention est due 3
Pascal , que nous avons établi toute la théorie
des péles*; ( 15¢. cahier du Journal de I'Ecole
Polytechnique, 1806.) .

* (Fig.2.)Voici, pourparvenir acebut, la premiére
conséquence & tirer du théoreme XIII: (A) « Soient deux .
triangles (abc, ABC) tels, qu’en joignant leurs sommets
» deux a deux par des droites allant de I'un a l'autre,
» ces trois droites de construction concourent en un
» méme point (S). Si on combine deux i deux, et dans
» le méime ordre, les cdtés opposés anx sommets ainsi
» appariés, et qu'on les prolonge suffisamment, les trois
» points d’intersection résultans (P,Q,R) seront distri-
» bués sur une méme ligne droite. »

Eun effet, M, N étant les points de rencontre de ab et
AG, ac et AB; par hypothese, ’hexagone MbBNc¢CM esttel

3
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Le grand géemctre que nous venons de citer
avait, au rapport de Leibnitz , dooné le nom:
d'kexagrammum mysticum 3 une certaine figure
composée de six lignes droites, dont la propriéé
remarquable faisait le fonds d’un traité des sections-
coniques. Nous pensons que cet hexagramme mys-
tique n'est autre que I'Aexagone inscrit dont nous
venous de parler.

XIV.

(Fig. 1.) L'équation (7 ) lie entre cux les douze
segmens que la section-conique transversale déter-
mine surles trois c6tés du triangle EFT. Ce théo-

quelespoints de concours (a,S,A) des cités opposés sont
toustrois enligne droite; donc (XIII)’hexagone M6cNBCM
jouit de la méme propriété; doncP, Q, Rappartiennent
3 une méme droite. '

La corrélation de ces deux hexagones établit la pro-
position réciproque. Ainsi:

« Lorsque deux triangles sont tellement placés que,
» en combinant chacun des cétés du premier avec un
» de ceux du deuxieme, pour avoir leur point de con-
= cours, ces trois points de construction se trouvent sur
» un mpéme alignement. Si, par des droites, on joint
» deux a deux, et dans le méme ordre, les sommets.
» opposés aux cdtés ainsi appariés, ces droites, au nom-
» bre de trois , se croiseront toutes en un méme
» point. » ‘

L’article VI fournit une autre démonstration de ces
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réme est un <as particulier de celui que nous avons
rapporté a la note de Parucle XI.

. XV.

( Fig.1,5.) Concevons que les deux points
X,Y se réunissent en uu seul, et qu'il en soit
de. méme de U et Z. Par cette hypothése, Cet D
coincident , et les sept relations A se réduisent a
quatre ; voici les deux premiéres :

- EAEB_ FATB
EC — FC °
AC __ BC

AE-AF ~ BEBF

théoremes. — Si d’un’ point, pris a volonté dans le plan
d’un triangle quelconque, on méne des droites a tons
les sommets, on aura, avec les trois cités, un systeme
de six droites qui pourra représenter un quadrilatere
avec ses deux diagonales. Ce systeme détermine donc,
sur une transversale arbitraire, six points liés entre cux
par les équations 4, et, partant, si on déforme le trian~"
gle en telle fagon que cing de ces points restent fixes,
Je sixieme ne changera pas de sitvation. Donc, etc.

"Ces corollaires appartiennent a la théorie des aligne-
mens. :

Les propriétes des péles sont liées 2 celles des lignes
harmoniques. #oyez , pour I'histoire ; la liste des auteurs
placée a la fin de ce mémoire.

On doit a Monge d’avoir étendu la théorie des poles
aux surfaces du second ordre.
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( Fig. 5.) « 5t (donc ) on déforme une coni-
» que assujélie & passer par deux points connus
» (A, B) et a toucher deux droites (TU, TX)
» donunées de position ; la. corde de contact
» (UX) changera de sitnation en pivotant sur un
» point fize (C). »

XVI

( Fig. 5.) Ce point fixe, placé dans la droite
AB, est déterminé par l'une quelconque des
équations A qui, dans ce cas, sont toutes du
secoud degré, et donnent aiosi deux points G, K
liés entre eux par la proportion

EC_FC
EK =~ FK*

AC__B€
AK ™ BK"
XVIL

( Fig.5,6.) Sion déplace a volonté les deux
tangentes en les faisant tourner sur E, F, les
équations A ne changent pas, et ainsi, les deux
points C, K demeurent invariables ; alors , toutes
les coniques qu'on peut décrire sur la corde AB
forment deux systémes distincts ; dans le premier,
les cordes de contact oscillent autour du point C;
dans le deuxiéme, ells oscillent autour du point K,
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XVIILL

( Fig. 6,7.) Ayant donc; sur une ligne
droite , quatre points quelconques, A, B, E, F,
et deux poiats de construction , C, K déterminés
par les formules A : quelle que soitlaconique qu’on
ait décrite sur la corde AB, si des points E, F, on
méne deux paires de tangentes qui touchent la
courbe en X et V,U et W, les deux cordes de con-
tact UX, VWse croiseront en I'un des deux poiats
C, K, et celles UV, XW se croisent en l'autre.
— Les deux paires de tangentes forment un qua-
drilatére-complet dont les trois diagonales se con-
pent mutuellement en C, K, ¢. De ces trois
points, le dernier seul varie avec la courbe; il se

trouve a I'intersection des deux cordes de con-
tact UW, XV *; ( XIII, note A.)

* En effet; les deux triangles EVX, FUW sont dou~
blement dans 'hypothése du théoreme A, va qu’en joi=
gnant leurs sommets deux 4 deux, par des droites allant
de I'un 4 Pautre, on a, dans deux ordres différens, les
poiats de concours C, K. Or, dela premiere de ces con=-
structions, il snit (A) que les deux cotés VX, UW se
coupent sur la droite Kc; de la deuxieme, il résulte (A)
que ces deax mémes cbtés se croisent sur Ce. Donc, I'in~
tersection mutuelle de VX et UW esten c; ce qu'il fallait
démontrer.
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XIX.

( Fig.6, 7.) Supposons , maiatenant, que les
deux paires-de tangentes soient dounées de posi-
tion, ct déformans la courbe assujélie 3 toucher
ces quatre droites quelconques. Les deux points
A, B varieront en cobservant entre eux la rela-
“tion XVI, et les six cordes de contact, UX
et VW, UV et XW, UW et XV, se déplace-
ront en pivotant , deux a deux, sur les trois points
fixes C, K, ¢ déterminés par les intersections
mutuelles des trois diagonales du quadrilatére~
complet formé par les quatre tangentes; (XVIII),

XX.

(Fig. 6, 7.) Mais, par ha théorie des pdles:
« Un quadrilatére quelconque (UXVVVU ) étant
» inscrit dans une conique, si on détermine les
» points de concours, et des diagonales, et des
» - ¢dtés opposés , chacun de ces trois points (C,
» K, ¢).sera le péle de la droite qui joint les
» deux autres. »

XXL

- Ainsi, (XIX) : « Dans tout quadrilatére-com-
» plet circonscrit & -une conique, chacune des
a lrois dxagonales -est.lapolaire du point d‘ inter-
» scction des deux autres. »
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- XXIL

( Fig.8.) Sidonc les trois diagonales du qua-
drilatére-complet se croisent mutuellement en
€, K, c, et que, ayant mené, a volonté, une
" corde ux qui tende vers Tuu, G, de ces trois.
poles, on tre, des extrémités x, x, 3 'un.des
deux autres poles, K, ¢, des droites qui ren-
contrent la courbe en ¢, w, respectivement;
les trois points G, v, w, formeront un seul ali-
guement, et les droites v, xv tendront toutes
deux au troisiéme pole.

* Ces raisonnemens sappuient sur ce que mous
avons exposé daus le treiziéme cahier du Journal
de I'Ecole Polytechnique.

XXIIL

( Fig- 8.) Ces quatre points z, x, ¢, w dé-
terminent doac six cordes qui tendent, deuxa
deux, vers I'undes trois points fixes C, K, ¢c;
et, par la propriété connue des péles , chacune,
ux, de ces cordes est divisée harmoniquement
par son point fixe G, et par la polaire K ¢. Ainsi,
par exemple , les deux droites menées des points
u, x aux extrémités de 'une des. deux diagonales
qui concourent en G, se couperont sur Kc;

(I, VL)
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Connaissant donc up scul de ces quatre polnts,
u,z,v,w, on déterminera les trois autres par
de simples. intersections de lignes droites.

Cet énoncé général indique dautres aligne-
mens ; mais nous avons réduit au plus petit nom-
bre possible les lignes de consiruction afin quela
figure ne perdit rien de sa clarié,

XXIV.

(Fig.8,6.) Siu, par exemple,, coincide avee
T'un des points B, ol1 la courbe est rencontrée par
Y'une des trois diagonales du quadrilatére-complet,
le point w coincidera aussi avec B; et z, v se
confondront ‘tous deux avec le deuxiéme point A
ot cette diagonale perce la section-conique. Alors
les tangentes en B et A se croiseront au point ¢ de
Pintersection mutuelle des deux autres diagonales.
Ajoutons que cette propriété est une conséquence
évidente du théoréme XXI.

XXV.

. Nous avons vu (XIX) que; si on déforme une
conique assujétie 4 toucher - quatre droites quel-
conques, les six cordes de contact varient toutes
en se balancant, deux 3 deux, sur trois points
 fixes déterminés par les intersections mutuelles
des trois diagonales du quadrilatére-complet formé
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par les quatre tangentes données. Si ‘donc, par
une condition quelconqae, une seule de ces six
cordes était fizde , toutes le seraient., et les quatre
points de contact s'obtiendraient par de simples
intersections de lignes droites : tel est le cas ol
I'ou demande d'inscrire dans un quadrilatére
donné une conigque telle que la corde de contact
de deux cétés determinés passe par un point
connu. Dauos ce probleme linéaire, la courbe se
construit avec la régle seulement.

XXVL

( Fig. 5.) EHT étant un triangle quelconque
auguel on a inscrit une conique quelconque:
soient U, X, V les points de contact des céiés
respectivement opposeés aux angles E, H, T. Le
triangle inscrit UXYV a, comme on sait, une liai-
son remarquable avec EHT'; ainsi, "par exemple,
les trois points de concours des c6tés opposés sont
dans une méme ligne ‘droite , etc. — Ajoutons
rjue, si de 'un, E, des sommets du triangle circon-
scrit , on méne , i volonté ;, une droite qui rea-
contre le c61é opposéen Eetla courbe en A et B,
ctqui, de plus, coupe en C et K -les deux cotés
de P'angle opposé du triangle inscrit, les six points
E,F,A,B, C, K auront calre cux les rapports
suivans : :
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D'autant que C résulte de I'intersection ‘mu-

tuclle de AB et UX, on a (XV),
EAEB _ FAFB
‘ E*C-g — F—Ca H
AC __ BC°

AEAF  BE-BE’
dautant que K résulte de I'intersection mutuelle
de ABetUV, ona (XV),

EA‘EB _ FA-FB

EI—{Q _ E’Rn ?
AK* __ BK*
AE-AF ~ BE-'BF’
donc :
EC _FG
EK = FK’
AC__BC
AK ~ BK’

Cest--dire que la droite CK est divisée harmoni<
quement (1V), et par les deux points E, F, et
par les deux points A, B. ‘

XXVIL .
(Fig.5.) « Dans un triangle donné EHT, ins-
» crire une conique telle que deux, UV, UX, des
» trois cordesde contact passent, respectivement,
» par dewx points connus, R, C?»
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Supposons que R, C apparticnnent , respec-
tivement, aux cordes comprises par les angles
H,T.— Ayant mené CE, qui conpe HT en F,
jinscris, 3 volonté, dans Pangle H, une droite mn
qui tend vers C; puis, du sommet H au poiat de
croisement de Em et Fr, je tire une droite qui
rencontre CE en un point K appattenant 3 UV;
(11, VI, XVI). Alors, la droite KR détermine
les poiats de tangence, U, V, des deux cbiés de
T'angle H.

Ce probléme est un de ceux de la gdométrie de
la régle ; il n'a qu'one solution lorsqu'on désigne
3 l'avance les angles qui doivent compreadre, res-
pectivement, les cordes dont on a deux points;
autrement, il y aurait six cas a examiner.

XXVIIL

(Fig. 5,7.) Le théoreme XXI va nous conduire
3 une propriété bien remarquable des lignes du’
second ordre.

Rappelons-nous les constructions de la figure 6,
et supposons que Kec, par exemple, tende au
centre O de la courbe, et la rencontre en a, b:
alors, les tangentes en &, b sont paralléles I'une
a Pautre; et comme, aussi-bien que les cordes
UX, VW, elles doivent concourir au point G, in-
tersection des deux autres disgomales EF, IH,



28
(XXI, XXIV), il résulte que ces six derniéres
droites sont toutes paralléles entre elles. Désignant
donc par P, Qles poiuts ou la tangente en g coupe
les tangentes EX, FU, et par M, N les intersec-
tions respectives de celles-ci avec le diamétre pas
rallele 3 UX; il vient '

OK _ ME
Oz~ MP’
O¢c NI

Oa~ N’
mais, par la théorie des pdles, on a

: OK-Oc=0z:
conséquemment
|  MENI=MP-NQ.
~ Ainsi: « Deux droites quelconques (ME, NI)
» touchant une conique, si on fait le produit des
» deux segmens (ME, NI) interceptés sur ces
» tangentes fizes entre le diamétre (MIN) paral-
» lele 3 leur corde de contact et une troisiéme
tangente variable (El), ce produit sera con-
» stant. » o

o

XXIX.

« Décrire une conique dont on -a cing
» poin(s? »
Par les propriéiés de la figure 1, on détermine;
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2 volonté , un sixiéme point de la courbe en effec-
tuant les constructions indiquées (XI, XII) et
faisant usage , ou des équations A, ou de celle (5).
Toutes ces formules se prétent facilement au cal-
cul et fournissent ainsi des solutions trés-simples et
trés-élégantes. ‘ ' '

On peut d'ailleurs opérer graphiquement sans
employer le compas; tout se réduit 3 faire, 3 vo-
lonté, un hesagone dont les cinq premiers som=
mets soient aux cing points donués, et dont les
c6tés opposés concourent sur une méme droite;
le sixiéme sommet appartiendra toujours 3 la courbe
demandée; (XHI)*. Et il est bon d'observer que,.
dans cette construction, trois des points donnés
peuvent étre inaccessibles. Cette remarque nous
_ servira bient6t a résoudre plusieurs questions rela-
tives aux coniques a branches infinies.

XXX.

(Fig. 9.) « Par un poiot donné, A, faire
» passer une conmique qui soit circopscrite a un
» quadrilatére quelconque, UXYZU, dont on
» a la direction et les Vpro]ongemens des cb-

* Cette méthode est exposée dans 'Algebre de Ma-
elaurin.
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» tés, mais dont les sommets sont inaccessi-
» bles*? »

Du point dooné, A , menez une droite quelcon-
que qui coupe en C, D deux des cdtés opposés du
quadrilatére UXYZU, et en E, F les deux autres
cOtés. Cette transversale arbitraire rencontre la
courbe demandée en un deuxiéme point B qu'on
obtient en faisant, 3 volonté, un quadrilatére ausi-
liaire, uxyzu, dont une des diagonales, xz, soit
dirigée en A, et dont les quatre c6tés tendent,
respectivement, vers C, D, E, F, en telle sorte
que G, D appartiennent 2 des c6tés opposés I'un a
Tautre; la seconde diagonale,, zy, prolongée i dis-
crétion, coupe la transversalc au point cherche B;
(VlIl XI).

* Quatre droites indéfinies déterminent trois qua-
drilatéres; il faut donc désigner d'avapee celui
qu'on doit considérer; autrement, ce probléme,
qui appartient ala géométrie de la régle, aurait
trois solutions.

*N. B Quon n ’a, ni les diagonales du quadrilatere,
ni les droites qui ]omdr:uent les sommets avec le point
domué, et que la description d’une seule de ces six lignes
inconnues nécessiterait- beaucoup plus d’opérations que

n’en exige en tout la détermination d’un point quelcon—
que de la courbe.
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XXXI.-

Le probléme XXIX revient évidemment i ce-
lui-ci: . . -

« A un pentagone donné, cifcouscrire une
» conique? » )

Déja nous avons observé qu'en déterminant,
a volonté, un sixieme point de la courbe ;-au
moyen de I'zexagone inscrit (X1 ), plusieurs
des sommmets du pentagone pouvaient étre inacces-
sibles ou situés a I'infioi. Atasi, pour 'hyperbole,
on peut d’abord supposer que deux des cotés con-
sécutifs. de ce pentagone donué sont paralléles ;
entre eux , et 3 l'unc des asymptotes; d’'ott Fon
tire un moyen bico simple de faire passer , par
quatre points, une kyperbole telle que Pune de
ses asymptotes soit paralléle d une droite
connue.

XXXIL

Concevons que, en outre de cetle premiere hy-
pothése , deux autres céités contigus soient pa-
ralléles entre eux et i la deusiéme asymptote. La
propriété de Thezagone inscrit (XIIl) pe cesse
pas pour cela d'étre applicable, et elle fournit une
construction nouvelle de ce probléme connu :

« Par trois points donnés, faire passer une hy-
» perbole telle que ses asymptotes soient respec-
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» tivement paralléeles & deux droiles connues? »
.Ou autrement,

-« Circonscrire une. conique 3 un pentagone .
dont deux des sommets non-cantigus sont si-
» tuésa lnfioi? » '

XXXIHI

~
<

Il résulte évidemment de Varticle XIII que
( Fig. 10, 12.) « Latangente menée par I'un
(B) des angles d'un pentagone ( BUZYXB)
» inscrit dans une conique , rencontre le c4té op-
posé (YZ ) sur ladroite qui jointles deux points
(I, H) ot les c6tés de cet angle ( B) sont cou-
pés, respectivement, par les deux derniers cé-
» tés (XY, UZ) oon-contigus *. »

Ayant donc 4 décrire une conique qui soit cir~
conscrite 3 un pentagone donné, on peut trou-

.

% ¥

¥

* La méthode suivante, qui est due a I'Hospital, se
rapporte a celle que nous venons d'indiquer.
Par un point quelconque, B, d’une ligne du second -
ardre , mener une tangente & la courbe?
(Fig. 11.) « Ayant conduit,du point B, les deux cordes
quelconques BU, BX. Par leurs extrémités, U, X, tirez-
» endeux autres respectivement parallelesaux premisres,
et se terminant en ZY. Menez, ensuite, par B, une
parallele a ZY, et ce sera la tangente demandée. »
Traité analytique des sections-coniques , =°. 208.),

v
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ver tous les points de la courbe (XXIX), et, de
plus , mener des tangentes par chacun de ces
points.
XXXIV.

{ Fig. 12.) Le théoréme XXXIII subsiste en-
core lorsqu'un ou deux sommets non-contigus du
pantagone donné sont 2 l'infini , ce qui compléte la
solution .des problémes XXX1I, XXXII, et sert
déterminer les tangentes et les asymptotes de
Ihyperbole demandée.

Appliquons ceci a larticle XXXII ou I'on pro-
pose de décrire une hyperbole qui passe par
trois points connus, U, X, Z, et dont les
asymplotes sotent respectivement paralléles G
deux droites données , XB, XY.— Soient I,
H les points de rencontre de UB et XY , UZ et
XB respectivement. La droite 1H coupera ZY en
un point D, de P'asymptote paralléle 3 XB. On -
obtient la deuxiéme asymptote par une construc-
tion analogue, etc. '

_ XXXYV.
- R, S éuant les points respectifs ou XY est
coupé, et par Fasymptote DB, et par ladroite UZ ;
les paralléles donnent
HS _ X1
ZS — RI’

d'oi1 suit le théoreme :
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« Siy par I'mn quelconque X des points du pe-
rimétre d’une hyperbole , on méne deux droites
XB, XY, respectivement paralléles  ses asymp-
toles, etque, par un autre point quelconque
U, pris sur ce périmétre, on méne a volonté
une transversale coupant XB en H, XY en Sy
et la courbe en Z; le rapport de HS a ZS sera
constant pour toutes les directions de.la trans-

o

¥ ¥ & 3 394 ¥

versale. »
Cette propricié de 'hyperbole est exposée d’'une

autre maniére dans les Annales de Mathemuli-
ques , ome 2, page 265.

XXXVI.

JF'ai démontré; autre pért » que

« Daos tout hexagone circonscrit 4 une coni-
» gue, les diagooales qui joignént les angles op-
» posés sec croisent toutes trois en un méme

» point*. »
. \

¥ Treizieme cahier du Journal de I'Ecole Polytechni-
que.
. Depuis la publication du mémoire cité, jé sis parves
nu a une proposition plus généralé; elle est consignée
dans le quatrieme volumedes #nnales de Mdtl:ématiques,

pages 16 et 379.
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XXXVIL

Donc, en vertu du théoréme XIII,

« Si tous les cités de deux triangles quelcon-
ques touchent une méme conique, les six som-
mets appartiendront 3 une deuxiéme couique. »

XXXVIIL
Et réciproquement,
« Si tous les sommets de deux triangles quel-
conques appartienncot 3 une méme conique,

les six ¢c6tés toucheront une deuxiéme_ coni-
que. »

XXXIX.

( Fig. 2.) « 1l plexiste qu'une seule conique
qui puisse toucher cinq droites quelconques
(ab, ac, AB, AG, BC ) données de position
sur un plan. »

En effet : admettons, pour un moment, qu'on

puisse tracer deux coniques qui satisfassent a ces
conditions. D'ua point 4, pris & volonté sur I'une
des cinq droites connues, sur la premiére, par
exemple , je méne aux deux courbes les sixiémes
tangentes bc, bc’ qui rencontrent ec en c et ¢
Par le théoréme XXXVII, les six pointsa, 5, ¢,
A, B, C appartiendront 3 une méme conique, et
il en sera de méme des sixpoints g, 5, ¢, A, B, C.
Or, ces deux derniéres courbes coincident, puis-
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qu'clles ont cing points de commun ; et, ainsi , une
méme conique_rencontrerait la droite ac en trois
poiuts distiucts a, ¢, ¢’; chose absurde. Donc, les
deux points ¢, ¢’ se confondent nécessairement
en un seul ; donc, etc. -

XL.

( Fig. 13.) « Décrire une conique dont ona
» cing tangentes 2 » .

Soient B, C, D, E, A les intersections res-
pectives de ]a premiére et de la deuxiéme , dela »
deuxiéme et de la troisiéme , de la troisiéme et de
la quatriéme, de la quatriéme et de la cioquiéme,,
enfin de la cinquiéme et de la premiere tangentes.
En variant arbitrairement Tordre de ce numéro-
age, on formera plusieurs pentagones BCDEAB ’
circonscrits 3 la courbe demandée, et , pour cha-
cun deux, les points de contact se delerml- '
nent au moyen de ce lheoreme. o

<(3) « Dans un pentagone quelcouque (BCDE AB)-
»’ circonscrit 3 une conique,deux diagonales (AC,,
»:BL), qui ne partent pas d'un méme angle, se
». croisent en un pomt (P) siwé sur la droite
». qui joint le cinquiéme angle (D) avec le pomt'
- de tangence du c6té opposé (AB). » (XXXV1).
"Nous avons fait voir ( XXXIX ) que les coni-.
ques inscrites & ces divers pentagones sont toites
ceincidentes et ne forment qu'une sculc et niéme

v
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courbe. Ainsi, pour le pentagone BC'DE'AB,
qu'on obticut en permutant les numéros 3 et 4,
le poiut de contact de AB se trouvaut sur la droite
qui joiot I'angle opposé D avec le point P’ iater-
section des deuz diagonales AC’, BE/, il s'ensuit
que les trois points P, D, P’ sont dans un méme
alignement. " '

On aurait dooe une nouvelle démoustration de
Tarticle XXXIX s1 on prouvait ¢ priori que ces
trois poiats P, D, P’ sont en ligne droite; or,
c'est ce qui résulte immédiatement du théo-
réme XII, vu que P, D, P’ sont les points
de concours des colés opposés de I'hexagone
ACEBEC'A 1oscrit dans une conique représen-
tée par le systéme des deux droites AE, BC.
Le méme raisonnement a lieu quel que soit I'm-
tervertissement des numéros aflectés aux cing
tangentes dounécs.

Pour obtenir directement de nouvelles tangen-
tes de la section-conique; faites, avolonté, un
lLexagooe dont les directions des cing premiers
coiés coincident respectiverment avec les cinq
tangeutes données , et dont les trois diagonales se
croisenl en un méme poiat; le sixicme c6té tou-
chera continuellement la courbe demanddée;

(XXXVL) ‘



38
XLL

Le probléme XL revient donc i celui-ci :

( Fig- 14.) « Dans un pentagone douné
» (ABCDEA ), inscrire une conique? »

Or, 5 chaque diagonale (CE ), répond un
angle (D) etun c6té (AB) opposés; et, sidun
point O, pris a volonté sur CE, on méne aux
extrémités de AB deux droites qui coupent res-
pectivement en / et 7 les deux c6tés de l'angle D,
1a droite mn scra tangente a la courbe demandée ;
(XXXVL) ‘

Prenons que O soit a Iintersection des deux
diagonales CE, AD; alors z coincide avec le poiat
b on le cité DE touche la section-conique ;
(XL, 3.)

Aiosi, aprés avoir trouvé toutes les tangentes
de la courbe demandée , on détermiinera le point
de contact de chacune, — Ces constructions ap-
partienoent a la géométrie linéaire.

Newton résoud autrement le probléme XL. H
commence par déterminer le centre de la courbe
au moyen de la proposition suivante :

« Dans tout quadrilatére circonscrit 3 une co-
» nique, les points-milieux des deux diagonales
» appartiepnent 3 un méme diamétre. »

Cette propriéié se lie, par le principe de la cor-
rélation, a ce théoréme connu ;
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« Les points-milienx des disgonales d’an qua~

» drilatére-complet sont tous trols sur uone méme
» droite. »

XLIIL

Dans I'hyperbole, le théoréme XXX VI subsiste
encore lorsque le systéme de deux coués contigus
de I'hexagone circonscrit est représenté par l'une
des asymptotes. La diagonale qui répond  I'angle
de ces deux cOtés est alors paralléle 4 ceue
asyaptote.

On voit , d'aprés cela, que notre coustruction
( XLI) peut éwre appliquée a Phyperbole dout on
a, ou cing tangentes distinctes, ou trois tangentes
et une asymptole, ou enfin une tangente.et les
deux asymptotes. Exemples :

XLIIL

( Fig. 15.) « Décrire une hyperhole dont on
» a trois taugentes et une asymptote ? »

Les deux premiéres tangentes coupent Fasymp-
tote en C, A, et la troisieme tangentc en D, E,
respectivement,

D’lin",point O, pris a volonté sur CE, soit Ja-
bord conduit OA qui rencontre CD en m ; puis
Orn, paralléle & 'asymptote AC, coupant DE
en z. La droite mn touchera la courbe demaan-
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dée.— Faisant varier O , on obtient une infinité
de wngentes mn. _

Si O se trouve a l'intersection de CE et AD,
le poiat m se confond avec D, et 7 coincide avec
le point 4 ot DE touche Ihyperbole, ce qui
fournit un moycn bien simple de déterminer le
point de contact de chacune des tangentes don-~
nées , puis epsuite cclui de mn.

Ce probléme n'a qu'une soluton.

XLIV.

( Fig. 16.) « Décrire une hyperbole dont on a

» les deux asymptotes et une tangente quelcon-
» que?»

 Le§ deus asymptotes se croisent en A et sout

coupées en C et D par la tangente.

Ayant fait 3 volonté un parallélogramme
(ACOn ) dont AC soit un des cités, et A l'angle,
je tire la diagonale AO qui coupe CD en m; alors
la droite mnr est une oouvelle tangente de Ihy-
perbole; (XI.IIL) -~ .

Lorsque 7 tombe en D, m se confond avec le
point (@) o _(‘:D touche la conrbe. Aiasi > la por-:
tion de tangente comprise entre les deux asymp-
totes est divisée en deux parties égales par le point
de contact,
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XLYV.

" (Fig-17.) « Décrire une conique dont ona
n quatre points et une tangente ? » :

La tangente éuant coupée en E, F par deux
c61és opposés du quadrilatére dont les sommets
sont aux quatre poiats donnés, U, X, Y,Z;
soit T I'intersection de ces deux c6iés. On déter-
mine le point de contact (B) de ET' au moyen de
cette équation du second degré, (XIV),

EX-EY-FB TU-TZ = EB*-FU-FZ - TX - TY,

qui donue deux points B, B’ liés entre cux par la

proportion
FB __EB

— - -
—_—— ——

FB - EB”

et si I'on désigne par C, D les deux points ou la-
tangente EF rencontre les deux autres céiés du
quadrilatére UXYZU , on a cette nouvelle rela-
ton , (XI),

FB™EC-ED = EB"FC-FD,

laquelle fournit un second moyen de construire
les points cherchés B, B'. .
1l existe, comme ou voit, deux courbes dis-
tinctes qui satisfunt aux conditions prescrites.
Ces équations se simplificat beaucoup lorsqu'un
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ou plusieurs des cinq. points C, D, E, F, T sont
placés i l'infini. Mais nous supprimons ces détails
qui o'ont aucune difficulté. '

XLVL |
{ Fig. 37.) Si on eavisage le probléme XLV

sous cet autre énoncé :

« Aun guadnlatene donné UXYZU, circon-
» scrire une conique assujétie  toucher unedroite
» connue ? »

On peut , dans 'hyperbole , imaginer , d'abord ,
que les deux c6tésde'un U des angles sont pa-
ralléles entre eux, et aT'une des asymptotes ; alors,
il reste

EX-EY FBTZ=E8"FZ TX-TY,
pour résoudre la question suivante:

« Par trois points dounés, faire passer une by-
% perbole assujétie a toucher une droite connue et
» 2 avoir une de ses asymptoles paralléle 3 un aze
» fixe? »

| XLVIL

{(Fig. 17.)Supposons que, en outre de cetle pre-
miére hypothése , les deux c6tés qui comprenneny
TPangle opposé Y, solent paralléles entre eux etala
deusiéme asymptote. On trouve, en réduisant ,

EXFB“TZ = EB’FZ-TX,
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et cctte formule convient au cas ot 'on demande
de faire passer par deux points connus, une
hyperbole qui touche une droitedonnée, et qui
ait ses asymplotes respectivement paralléles a
deux axes fixes.

XLVIIL

Revenons sur Particle X{.V.

Lorsque la tangente passe par I'un des quatre
points donnés , le probléme devient linéaire et se
résoud par le théoréme XXXIII, qui fournit le
moyen' de délerminer, dsbord, un cinquiéme
point quelcongue de la courbe, et, ensuite, la
tangente en ce point.

Oa peut constraire plus directement les tan-
gentes qui ripoudent aux trois autres points don=
nés. Voict de quelle maniére :

XLIX.

( Fig.6.) « Décrire une counique dont on a
» quatre points U, X, V, W, et une tangente
» passant par F'un U de ces points? »

Les deux couples de cdtés opposés , et les deux
diagonales du quadrilatére inscrit UXVWU, don-
nant trois points d'intersection C, K, ¢; et la
tangente connue rencontrant le triangle CKe en
trois points F, H, T; les droites FVV, HVY, TX

touqhent la courbe demandée ; (XIX).
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L.

(Fig. 6.) « Décrire une conique dont on a quatre
» points, U, X, V, W et une tangente passant
» par le point d'intersection ¢ des deux diagonales
» de I'un des trois quadrilaierés construits sur
» U, X,V, YV comme sommels? »

Soient K, C les poiats donaés par les deux
autres couples diagodales. La droite KC détermi-
pera le point de contact A de la wangente don-
née ; (XXI).

Ajoutons que la droite qm joint C avec le point
de concours de KWV et AV, va couper KV en un
point qui, avec VV, déiermine une nouvelle droite,
laquelle rencontre CK cn un point B, appartenant
encore 4 la courbe. La tangente en B est ¢B.

LI

(Fig.8.) « Décrireune coniquedont ona quatre

~» tangentes et un point z? »

Les quatres tangentes forment un quadrilatére
complet dont les troi$ diagonales se croisent mu-
tuellement en C, K, ¢. De I'un, C, de ces trois
poiuts, soit conduit Cu. Joignons, par upe droite,
le point z avec Fune des extrémités de 'une des
deux diagonales qui concourént ea C; cette droite
coupera K¢ en un point qui, joint avec Pautre
extrémité de la diagonale, déterminera une nou-
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velle droite , laquelle rencontre Cy en un point 2
de la courbe cherchée; (XXII), Cela fait, les
deus droites Ky, cx donnent, par leur intersection
mautuelle,, un troisiéme poiat ¢ de la courbe; et
Iés trois droites Kz, ¢z, Co se croisent toutes en
un méme point w qui appartient encore a la sec-
tion-conique demandée *; ( XXIII ). Aiosi, la ques-
tion est réduite 3 celle du numéro XLV :elle a
donc deux solutions, qui se réduisent 3 une seule
dans les deus cas suivans :

LIL

.« Décrire une .conique - dont on a quatre tan-
» gentes et un point situé sur I'une de ces tan-.
. FERY

» gentes? » :

Le théoréme (XL, 3).sert 4 déterminer une’
cinquiéme tangente quelconque, et son point de
contact. S v

. On peut, comme i l'article XXV, trouver di--
rectement les poirts de contact des trois autres .
tangentes données. o

LIIL

- (Fig. 6.) « Décrirc une conique dont on a
». quatre tangentes et un point B situé sur I'une

.¥ En comparant ceci aux soiutions connues (celle de
Newton, par exemple), on voit comment la simplicité
dcs résultats tient a la maniere d’envisaSer la question.
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% des trois diagonales du quadrilatére-complet for-
» mé par ces quatre tangentes? »

Les trois diagonales se crvisant en C,K,¢,
et B se trouvant , par exemple » sur CK, la
droite ¢ B touchera la section-conique demandée;
(XXI, XX1V).

Pour obtenirle denxiéme point, A, ot CK perce
la courbe, joignez, par une droite, le point B avee
TI'une des extrémités de la diagonale qui contient
les points C, c¢; cette droite reucontre K¢ en un
poiut qui, joint avec l'autre extrémité de Ja diago-
pale, délermive une pouvelle droite, laquelle
coupe KC au-point cherché A. Alors, cA est
une sisiéme tangente de la “séction - conique ;
(XX1, VII).

LIV.”

« Décrire une hyperbole qui touche quatre
» droites cobnues, et qui ait une de ses asymp-
» totes paralléle 2 une droite donnée de positi-
» tion?»

Si, par le point d'intersection de deux quelcon-
ques des trois diagonales du quadrilatére-complet
formé par les quatre tangentes , on méne, paralléle-
ment i I'asymiptote, une droite terminée a la troi-
siéme diagonale ; le-point-milien de cette paralléle
appartiendra & la courbe cherchée; (LI).



47
LV.

(Fig. 18.) « Décrire une conique dont on a
» deux tangentes et trois points A, B, B'? »

Les deux tangentes étant respectivement cor-
pées en E, F par AB, et en E', F’ par AB/, des
points E, F, menons deux paires de tangentes an
cercle ABB, et joignons, deux 3 deux, par des
droites, les points de contact qui n'appartiennent
pas & une méme paire d¢ tangentes; ces quatre
droites, par leurs croisemens mutuels, donneront
deux poiots C, K situés sur AB; (XVIII). Opé-
rant de la méme maniére pour E', ¥, on obtient,
sur AB’, deux nouveaux points C’, K. Alors, cha-
cune des quatre droites CC’, CK/, KC', KK’
coupe les deux tangentes données, EIY', FF’, aux
points ou celles-ci doivent toucher la section-
conique demandée; (XV ). Il existe donc quatre
courbes distinctes qui satisfont aux conditions
prescrites. .

Si I'une des deur tangentes passait dans le trian-
g]e que forment les trois poiats donnés , on déter-
minerait G, K, C/, K’ I'aide des constructions
indiquées par les formules A. Poyez les articles
XV et XVI. :

Les quatre solutions de ce probléme g %neml se
réduisent 3 deux dans les deux cas suivans :
1°. Quand I'un, B', des sommets du triangle ABB’
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tombe sur Tune, FI’, des deunx tangentes ; alors,
les quatre points B/, F/, C', K’ se confondent en
. un seul; 20, Quand I'un, AB, des c6és du trian=-
gle ABB' tend 2u point de concours des deux tan-
gentes ; alors, les deux points C, K:se réunissent
en un seul qui, avec le point de’ concours des
denx tangentes ,divise harmomquemem la corde
AB; (X.V )-

Enfin, en cumulant ces deux bypolhcses, C'est=
a-dire, en supposant que les deux tangentes se
croisent sur AB, et que 'une d'elles contienne B,
la courbe demandée est unique et peat se décrire
par de sxmples intersections de lignes droites. La
construction qui convient a:ce cas s apphque égale-
ment  cet autre probleme de larégle :

LVL o

( Fig. 19. ) « Décrire une conique qui, tou-
»: chant deux droites dont E estle point de con-
» cours, passe par deux points A, B d'une droite
» ‘menée par E, et, de plus, soit telle que la
» ‘cordede contact tende vers un pointconnu R? »

Soit e Pintersection de AB et de la corde'de
contact cherchiée UX. Puisque la corde AB- est
divisée harmoniquement par les deux points E; e;
( XV), on déterminera e par le procédé VIL
Alors, tirant la droite Re, ona lcs deux pomts de
contact U, X.
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LVIL

( Fig. 6.) « Décrire une conique dont on a un
» point (X) et deux tangentes dont les poiats de
» contact (U, V) sontdonnés? » .

Faites un quadrilatére dont les trois premiers
sommets soient en X, U, V, et dont les ctés op-
posés se croisent (en G, ¢) sur une droite menée
a volonté par le point de concours (H ) des deux
tangentes ; le quatriéme sommet W appartiendra
toujours 2 la courbe demandée ; (XXI).

Soient K I'intersection mutuelle des deux diago-
nales du quadrilatére XUWYVX, et F, E les points
ot la droite KC, par exemple . coupe HU et HY
respectivement. Les droites FW, EX toucheront
la section-conique, ( XXI ). — Ainsi, par cette
méthode , on sait déterminer un point quelcon-
que (VW) de la courbe, et, aussi, la tangente
(FW) en ce point. :

On peut dailleurs trouver directement, et la
tangente en X*, et le deuxiéme point ou HX

* Prenons que la tangente en X coupe UV en X, et
les deux cotés de 'angle H en T et E; les quatre points
X, X/, T, E seront distribués harmoniquement; ( XV ).
Ainsi , pour obtenir directement cette tangente, il faut :
« Par un point connu X, mener une droite qui coupe

4
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perce la courbe, etc. Toutes ces constructions
s'effectuent sans le secours du compas.

Dans I'hyperbole, le point douné X peut étre
situé, a l’ipﬁni', sur une droite parallele a 'une -
aesvasymplotes. Alors, etc.

LVIIL

(Fig. 5.) Ou peut appliquer 2 la question précé-
dente (LVII)un autre mode de résolution qui
permet Femploi da caleul.

« Décrire une conique dont on 2 un point A,

» et deux tangentes doat les points de contact
» U, X sontdonnés? »

» en X, T, E les trois cotés d'un triangle donné ( HUV),
» en telle sorte qu'on ait

XT XT

Or, ce probleme est un cas particulier du suivant, qui

appartient encore i la géométrie de la régle ‘

« Ayant, sur un plan, une conique, un point D et

» ume transversale rectiligne quelconques, mener, par D,

» une droite qui rencontre la courbe en A et Bjet la
v transversale fixe en C , avec la condition

AC  BC,

i =30 "

Le point C est déterminé par l'intersection dela trans-

versale et de la polaire de D. Donc le probleme est

résolu.
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Si; par A ; on méne, 3 volonié, une droite
qui coupe les deux tangentes enEetF, etla droite
UX en C, le deuxiéme point, B, out cette trans-
versale arbitraire rencontre la courbe, est donné
par I'équation du premier degré (XV),

EA-EBFC’ —FAFBEC.
LIX.

( Fig. 20.) « Décrire une conique dont on a
» trois tangentes et deux poiats, A, B? »

Les trois tangentes sout respectivement cou-
pées en E, F, E', par la droite AB.

Des points E, F, menons deux paires de tan-
gentes au cercle (de rayon arbitraire) qui passe
par A et Bj; et joignons deux 4 deux, par des
droites, les points de contact qui n'appartiennent
pas 3 uoe méme paire de tangentes. Ces quatre
droites donneront, par leurs croisemens mutuels,
deux points C, K, siués sur AB; (XVII).
Opérant de la méme maniére pour E, F, on
obtient, sur AB, deux nouveaux points C', K.
— Alors, les deux poiats C, €', ou C,K’, on
K, U, ou enfin K, K, appartienuent aux cordes
de contact respectives des deux premiéres et des
deux derniéres tangentes données ; (XV), — Or,
daos chacun de ces quatre cas, la courbe est uni-
que, et on sait la construire; (XXVII ). Ainsi, on
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a qualre. sections~coniques distinctes qui satisfont
aux conditions prescrites. '

Si l'une des trois tangentes passait entre les
deux points donnés , on déterminerait G, K,
C', K’ i T'aide des constructions indiquées par les
formules A; (XV, XVI).

Les quatre solutions de ce probléme général
se réduisent 3 deux daos les deux cas suivans :
1°. lorsque I'un des points A , B tombe sur I'une
des trois tangentes données; 2°. lorsque la droite
AB tend au point de concours de deux quel-
conques de ces trois tangentes.

Eofin , voici deux cas ou la courbe est
unigue et peut sc construire sans le secours du
compas :

1°. Quandlesdeux points A,B sont respectivement
sur deux des trois tangentes données. (11°. volume
de 1a Correspondance sur IEcole Polytechnique,
article Géométrie de la Régle, §1V).—Cecas est
traité fort au long par Blondel , dans la Résolu-
lior des quatre principaux problémes d’archi-
tecture. (Voyez le tome V. des Mémoires de
PAcadémie des Sciences. )

(Fig.21.)2°. Quandl'ug,A, des deux poimS don-
nés tombe sur l'un, PQ, des ctés du triangle OPQ
formé par les trois tangentes , et que, en outre,
Ia droite AB tend au sommet opposé O ; alors,
la corde de contact de I'angle O conpe AB et PQ



53

en deux points C,.C’ donnés par les deus propor-
tions harmoniques

OA__CA
OB — CB’
AP CP

2Q= CQ’
d'olr la construction indiquée par la figure 21,

pour déterminer ces deux points G, C'; (111, VI).
— C’ B touche la courbe en B.

LX.

Ainsi, nous avons résolu tous les cas de ce pro-
bléme général :

« Décrire une conique dont on a 7 points et
» 5 — 5 tangentes? » (n représentant l'une des
des six valeurs, 0,1, 2, 3,4,5.)

Reécapitulons :
| n==0,5 —n=0 1
Dil;f;:g;:: n=1,5 —n=1 | leproblémea { 2 | solutions.
n=3,5 —n=3 4
LXI.

( Fig. 4.) Le théoréme XI va nous découvrir
de nouvelles propriéiés des coniques a branches
infinies. .
~ La transversale AB étant quelconque, posons
que la courbe soit une hyperbole, et que le qua-
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drilatére tmscrit UXYZU ait deux sommets op-
posés situés, 3 linfini, sur des droites respecti-
vement paralléles aux asympotes. Danos cette hy-
pothése, les trois points I, H, D ne cessent pas
d’étre en ligne droite (XIII), et les équations A
subsistent toujours , comme il est aisé de s'en
convaincre @ priori en comparant les triangles
semblables. De plus , en mettant la proportion

AC-AD _ BCBD
AE-AF 7 BE-BF
sous la forme '
AC-BC _ AEBE
, AF-BF — AD-BD’
on en conclut que '
« Si, dun point U, pris & volonté sur le péri-
» métre d'une hyperbole, on méne, paralléle-
» ment aux asymptotes , deux droites qui aillent

» couper en G, F une transversale fixe quel-
» conque dont les intersections avec la courbe

» sont A etB,lerapportde AC, BC sera constant

AF BF
» pour toutes les positions de U.»
LXII.

(Fig. 1.) Reprenons le cas d'un quadriiatére
quelconque UXYZU ; (XI). Si la courbe cir-
conscrite a des branches infinies , et que la sé-
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cante AB ne la rencontre qu'en na seul poiat B,
il vient , d’aprés les formules A,

BC _ BE
BF — BD’

d'ou I'on tire les deux théorémes suivans.

»

Pl

N

»

)
»

»

»

LXIII.

« Soit tracée, a volonté, dans une hyperbole ,
une droile paralléle a Pune des asymptotes. Si,
de deux pointsfizes quelconquesde cette courbe,
on meéne, a un troisiéme point variable de son
périmétre , deux droites indéfinies; les deux
segmens interceptés sur la paralléle, entre ces
droites et la courbe, auront entre eux unm
rapport copstant, »

LXIYV.

« Ayant une parabole, soit tracé un diamétre
quelconque. Si, de deux points fixes quelcon-
ques de cette courbe , on méne, 3 un troisiéme
point variable de son périmétre , deux droiges
indéfinies , les deux segmens interceptés sur le
diamétre , entre ces droites et la courbe, auront
entre eux un rapport constant. »

_ LXV.
Ainsi donc :
« Pour deux tangentes quelconques de Iz pa-
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» rabole , le segment intercepté, sur un diamé-
» tre quelconque , entre la courbe et la corde de
» contact , est moyen proportionnel entre les
» deux segmens interceptés sur le méme diamétre
» entre la courbe et les deux tangentes. »

LXVL

Pareillement :

« Soient deux tangentes que]conques de I'hy-
» perbole, et soit menée, 3 volonié, une droite
» indéfinie paralléle 3 I'une des asymptotes. La
» partie de cette paralléle comprise entre la
» courbe et la corde de contact, sera moyenne
» proportionnelle entre les deux parties de cette
» méme paralléle comprises entre la courbe et
» deux tangentes. »

LXVIIL

( Fig. 1, 22.) Le quadrilatére UXYZU étant
quelconque , (X1), et inscrit dans une hyperbole,
si on suppose que la transversale AB soit une des
asymptotes de la courbe , les formules A donnent

. CE=FD;
en'sorte que,
« Si, de deux points fixes quelconques d'une
hyperbole , on méne des droites 2 un troisiéme
» point variable de la courbe ; Ia portion d'asymp-
» tote interceptée entre ces deux droites indéfi-
» nies sera une quantité constante. »

-4

|
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Et, si on prend les asymptotes pour axes coor-
donnés , il est clair que cette quantité constante
sera, pour l'axe des x, égale a la différence des
abscisses des deus poiuts fixes , et, pour celui des
¥ égale 3 la différence des appliquées de ces deux
mémes points fixes.

Il est encore évident que cette quantité con-
stante est égale au segment intercepté, sur la
méme asymptote , entre le prolongement de la
corde qui joint les deux points fises et la tan-
gente menée par lun ou par Fautre de ces deux
points.

: LXVIIL

Ainpsi :

« Dans I'byperbole, la portion d’asymptote in-
» terceptée entre deux tangentes quelconques est
» divisée en deux segmens égaux par la corde de
» contact. »

LXIX.

(Fig. 22.) On tire de Tarticle LXVII une
nouvelle solution de ce probléme connu :

« Décrire une hyperbole dont on a une asymp-
» tote et trois points X, Y,Z2? »

Soit pris, a volonté, sur 'asymptote (qui est
coupée en D, E, respectivement, par les lignes

YZ, YX), deux points C, F tels qu’on ait

CF=DE,
CE=FD;
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les deux droites XC, ZF se croiseront ed un
point U de la courbe demandée.

Pour tracer la tangente en I'un que]co'nqtie ,
Z , des trois points donnés , je tire XZ qui coupé
DE en c, et je prends, sur l'asymptote,

¢f=DE,
de telle sorte qu’on ait aussi
cE=fD.

Le point f; ainsi déterminé, appartient 4 Ia
tangente cherchée.

Ajoutons que I'un des trois points donnés peut
étre situé, a l'infini, sur une droite paralléle.a la
deuxiéme asymptote. :

Dans tous les cas; le probléme r'a qu'une so-
lution.

LXX.

( Fig. 23.) « Décrire une hyperbole dout on
» a upe asymptote , un point et deux tan-
» gentes? »

Les tangentes rencontrent en F, J lasymptote,
et en N,G, respectivement , la droite conduite
du pomnt dooné Y, parallélement 3 FJ.

Soit pris, sur cette parallele, YK (ou YK'),
moyenne proporuonnelle entre YN et YG, et
soit joint K avec le point C milieu de FJ. La
droite KC coupera les tangentes données aux
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points Z, X, ou elles doivent toucher I'livper-
bole. — En effet, si on tire YZ ; YX, qui ten~
contrent FJ ea D, E , respectivement, on a, par
notre coostruction , et par les paralldles,

CF=CJ =DE;

donc, en vertu de Farticle LXVH ; etc.
Prenant, sur I'asymptote FJ,

EQ=EJ=CD;
QY touchera la courbe en Y 5 (LXVIII).

En opérant sur le point R’, comme on vient
de le faire sur K, on trouve une deusiéme hy-
perbole.

Eofin, il peut arriver que Y soit placé sur 'une
des deux tangentes , sur la deuxiéme , par exem-
ple ; alors, les quatre points Y, G, K, K’ se con-
fondent en un seul, et le probléme n’a plus qu’une
solution.

Le point donné, Y, peut étre sitné, i Finfini,
sur ane. droite paralléle i la deuxiéme asymptote.

LXXI.

( Fig. 24). « Décrire un hyperbole dont on a
» deux points X, Y, une tangente NF, et une
» asymptote EF ? »

L’asymptote est rencontrée en F par la tan-
gente, el en E par la droite XY.
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Ayant conduit, parallélement a EF, la droite
XN qui rencontre en N la tangente donnée ; soit
O le point ot EF est coupé par YN. Prenez,
sur 'asymptote , OD (ou OD’), moyenne propor-
tionnelle entre OE et OF. Le point de contact,
Z,de FN, sera déterminé par Ja droite YD.

En effet, on a, par construction,

OE _OD_
OD — OF’
Or , appelant C l'intersection de EF et XZ, les
paralléles donnent
OE FC
oD~ FD’
donc
FC=DE;
_donc, parle théoréme LXVII, etc.
Prenant , sur I'asymptote EF,

CJ=FC=DE,
EQ=EJ=CD,.
les droites XXJ, YQ toucheront l’hyperbole
en X, Y, respectivement.

1l existe deux hyperboles qui résolvent le pro-
bléme. La seconde touche FIN au point oi1 cette
droite est coupée par YD'.

L'un des deux points- donnés peut étre situé,
3 Iinfini, sur une droite paralléle ala deuxiéme

asymplote.
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Enfin, lorsque X, par exemple , appartient a
la tangente donnée , le probléme n’a qu'nne so-

lation.
LXXII.

Toutes les proportions contenues dans ce Mé~
moire se rattachent au théoréme X1, quiest un des
plus généraux que I'on puisse établir sur les coni-
ques; et il est bon d'observer que nous avons
constamment envisagé ces courbes comme des
sections faites par un plan dans un céue oblique a
base circulaire, suivant la définition d'4pollo-
nius, et que, partout, nous avons évité I'emplo1
des quantités linéo - angulaires , en sorte que ces
fragmens peuvent composer le fond d'un Traité
synthétique des lignes du second ordre.

1l resterait beaucoup d'autres conséquences a
tirer de P'article XI. Nous nous contenterons ,
pourle présent, demontrer par quelle voie I'Zexa-
gone inscrit (XIII) conduitaux propriétés de si-
militude des coniques douées d'un centre.

LXXIII.

ABCDE, agbcde étant deux pentagones sem-
blables. De Pun des sommets, &, du premier,
menons , a volonté, un nombre quelconque de
droites EF, EF/, FF”.......... et, du sommet cor-
respondant , ¢, du deuxiéme , tirons un méme
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nombre de lignes homologues, ef; ef’, ef”........
Déterminons cusuite, par la propriéié (XII) de
Thexagone de Pascal, les poiats F, F/, F"......, ot
le premier systéme de droites arbitraires ren-
contre la conique circonscrite 3 ABCDE ; puis,
les points £, £/, f"..eue...., Ot le deusxiéme sys-
téme coupe la conique circonscrite 3 abede.

Par suite de cette construction , et d’aprés la
théorie des figures rectilignes semblables , les deux
polygones inscrits ABCDEFF/'F”.......... ,
abedef f' f"......... sont semblables entre eux. Et
comme le nombre de leurs c6tés est indéfini , et
qu'ils tendent a coincider avec les courbesenvelop-
pantes dont ils peuvent différer d'aussi peu qu'on
voudra, il sensuit que ces deux courbes, limites
de polygones seniblables , sont elles-mémes sem-
biables I'uue a Fautre. Donc :

LXXI1V.

« Les coniques circonscrites 3 des pentagones
» semblables sant semblables entre elles, et ont,
» par copséquent , toutes leurs lignes homolo-~
» gues proportionnelles. »

On peut déduire, de cette proposition fonda-

mentale , tout ce qui est relatif aux coniques sem-
blables.
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LXXYV.

Une conique étant circonscrite 3 un quadri-
latére quelconque , de maniére 4 toucher une
droite menée arbitrairement par I'un de ses angles.
Si cette figure rectiligne , composée de cing droi-
tes, change de grandeur en restant semblable a
elle-méme , les dimensions linéaires de la co-
nique varieront dans la méme proportion, et cette
courbe demeurera constamment semblable 3 elle-
méme ; ( XXXIII).

Si le quadrilatére inscrit est un parallélo-
gramme, et que la tangente, mence a Pune des
extrémités de la premiére diagonale, soit paral-
léle 3 la deuxiéme ; ces deux diagonales forme-
ront un systéme de diamétres-conjugués dont le
rapport sera constant. Aiosi, par exemple,

« Deux coniques sont semblables quand leurs
» axes sont proportionnels. »

Clest sur cette propriéé caractéristique que
quelyues auteurs ont basé la définition des coni-
ques. Cette marche n’est pas paturelle, Il nous a
paru plus convenable d’'emprunter de la théorie
des polygones Idée de la similitude des courbes.

LXXVL

Une conique étant circonscrite & un triangle de
maniére 3 toucher deux droites menées i volonté
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de deux de ses angles. Si cette figure rectiligne,
composée de cing droites , change de grandeur en
conservant les mémes angles et la méme propor-
tion dans ses élémens, la courbe demeurera con-
stamment semblable 2 elle-méme ; (LVII).

LXXVIL

ABCDE est un pentagone quelconqgue cir-
conscrit 4 une conique dont les points de contact
sont lessommets d’'un deuxiéme pentagone abede.
— ABCDE change de dimensions en demeurant
semblable i lui-méme; et, d’aprés ce qui a éié
dit (XL,Z), abcde varie dans la méme propor-
tion , et reste semblable a lui-méme ; donc
(LXXIV ), il en est de méme de la courbe ins-
crite 3 ABCDE. Aibsi:

« Les sections coniques inscrites 3 des penta-
» gones semblables sont semblables entre elles. »

LXXVIIL

Terminons en observant que I& théoréme XV
conduit 3 quelques propriéiés nouvelles des cénes
tangens aux surfaces du second degré: Exemple :

« Si on déforme une surface quelcongue du
» second ordre assujettie 3 passer par deusx points
» donnés et & toucher tous les élémens d'un céne
» du second ordre, le plan de la courbe de con-
» tact changera de position en pivotant sur un
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» point fize situé dans la droite que déterminent
» les deux points donnés. »

LXXIX.

On sait donc résoudre ce probléme :

« Décrire une surface du second ordre assu-
» jettie ¥ passer par guatre points et  toucher
» tous les élémens d'un céne du second degré? »

Ayant construit trois points du plan de con-
tact (LXXVIIl), onaura la courbe de contact
et la question sera réduite 3 celle-ci :

« Par un point connu, faire passer une sur-
» face du second degré assujettie 4 toucher un
» cone du second ordredont la higne de contact
» est donnée? »
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ScrootEn , Exercitationes Geometricae, 1656, lvre a°.
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