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�������� ��
������� �� 
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���� 	����� .���! B/!

C������� ���"������ ��������
 	�����	
� 
���� 	�����! � �
	
��
$	��%�� z �� �$��� ��� &���������	���� ���
����� $	��%��� � ���	
#
���	
�� ��������
 &�������
��� ����� ������� .���! D/! E
� &�������
������"������ �� ���! B� &����������� ���&����� &�������
��� �����
�	��	 �Y .���! F/!

���� �� ���	
���	
�� ��������

����� ������ 	
�����
���
�������

���� 
� "����� ��������
 ���#�	
�
������ ������� �
	�

�



�� �� �� �������

���� ��� ���	
���	
�� ��������
 ����� ������ ������� �
	�

 �� 
����

�������
 )��	
���	
�� ��������
 "������ ������� ��+�"� ����#
����� �� 	���� �����
	� �������� �������, ����� �������� ������ ��#
������
	� ���-���+�� ���"��������

���������� �
 .��
� ����������� �������"� ������� .�����
��
�
� ��	�� �"� ���$�� �� / ����$� ��	�� ������

���������
 ��� $	��%��� ��?��� &�
�"���� &��������� $	��%��
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� �����
������� x � A �������

ra = ra8x9
def
= 8a� x9���

	��� ;�	�	�� a�x ��
����� 4 �
	������	���� ��� ;�	�	��� a�x � b�x
��� ��
������ �' ����	���� 8,9 ���	��	� ����	����

ra � rb = �8a � b9 � ra � rb� 8N9

����
�	 ��'���	��� ���
������ +���������

*����
�	� ����� ����
 fz�� z�� � � � � zng ;�	�	���� �' A� ���

znk = , 8, � k � n9 8$9

�
nX

k��

zmk = % 8, � m � n9� 8O9

D���� ��� ��	 ;�	�	��� zk ��
����� � ��� ������7	��� 8O9 �����������
�
� ��	� m� �������	����� � ��
�(��	������ �
��	 �
����� n� 4 �����
������ 	��� wk = z��k � �� ;��� ����
 ����	 �����	���
�	� �������� 8$9
� 8O9� L�'��		���� �������� �
��	
 6 ����
 ��
�	� n�� ��	�	�� �' ,/ �
;��� �����	 ������	��	 ������7	��� 8$9 � 8O9 
�
����
�	��� �'�	������
��
������ <�������

&
� ����
������ n �������

�n8u9
def
= ,> u> u� > � � �> un���

1�� ����'��	������ ��	���"	� �	��� ���������� �	
	������� ��
����
�����
������ ��
����

����� � �� ������ �� ����� !"� ,�� ����� x� y � A ����� ���
��� ���
�����

n �
n��X
�

xk � yn�k�� =
X
z

z � �n8zx9 � �n8zy9� 8J9

� 
������ ���������	�� ������ �������
���� �� ���� z = zk �� �����
��		��� 	�����*

�' ����	���� 8J9 �
� x = y ���	��	�� ���

n� � xn�� =
X
z

z ��n8zx9
�� 8R9
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����� #� -��
�������� ��� 
�� ���� z = zk �����	�� z � x �����
����* .��
�

n� � xn�� = 8,� xn9� �
X
z

z � r�z � 8-9

$��������	��%�� P��	� ������ w ��	��� z��� &�������� ����
 fwg
�����	���
�	� �	� �	 ������7	����� ��� � ����
 fzg� �' ����	���� 8R9
���	��	�� ���

n� � xn�� =
X
w

w � �n8wx9
��

?�	�	��� ,� wx ��
������ �
��	�

8,� wx9�� = z8z � x9�� = zrz�

@�� ��� 8,� wx9�n8wx9 = ,� xn� �� �n8wx9 = 8,� xn9zrz�
@���� ��
�'���

n� � xn�� =
X
w

w � �n8wx9
� =

= 8,� xn9� �
X
z

z � r�z �

� �	��� ����'����
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�' ,� �� ��
���� 8-9 ���	� ���� '������� � ���	

n � xn�� = 8,� xn9� �

Z
T

� � r�
� d�n� 8F9

E�	��

T
def
=
�
� � C

�� j�j = ,�
6 	�������� ��
�������� �n 6 �	
� H��
� 

���� ��
�	� n�� ��	�	��
�' ,� �� 	� 	�������� �	
� �� T� �����������"�� ��
�� ����� ,�n� �����
���	���� ;�	�	��� x �
	�����
�	���� ��� SpecA8x9 �	 �	
	�	��	��� � ;���
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�	��� � ������ ����	���	� �
� � � C �	
	' r� '�	�� ���'���
��	��� ��������	�� ;�	�	��� x � A� �� 	� ;�	�	�� 8� � ,� x9��� 	��� �����
;�	�	�� ��"	����	�� ?�� ���'���	��	 ������'�	��� � � �����	�7	��
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)�7� � �
��	�	��� � (	��
� 	�������
� ������ )��	���	 ��
	��	���
���� 8F9 �������� ����� ��'������ �������� �	' ���	

�
������� � �� �
��������� 
	'������� <�7 ���	� 6 �� ;�� �	���



�� �� �� �����

�� �������
���� ���������

A�	���"�� �
������ �� �	���� ���	'��� �	��� ���
�� ��'���	��� �	��
��� *	�	�	�

����� &� -���� f	kg)��
�� �����
�������	���� 	�����#������
	�� ������ ���

	k�l � 	k � 	l 8.9


�� ���� 	�������	�� k � l* .��
�

lim k��	
��k
k = inf

k
	
��k
k 8,%9

�� � ����	����� �����
�������	���� f	
��k
k g ����� ���
��*

$��������	��%�� 1�� �������� ���	� �������� ��� 	� = ,� *�����

�	� ����
�����	 m� :��� k 
 m� �� k = ms> r� 
�	 % � r � m� &�;�����
��
����� 8.9�

	
��k
k � 	��kr � 	s�km �

&
� k � � ����	��		 �	
��	����� �
������ � 
��	����� 8,%9 � '��	�

��� �
���� ����� �� 	
��m
m � � �	�	
� ����	��� �'��� ������ 

��� �� m
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	�
� � 	����(	� , ��� ���	� C �����	����� ���	��
<	��
�(��	����� ����(�� p �� A ���	� ��'����� ���	������ 	��� ���
��������� ��	���"�	 �������U
,� /������
�		����0 p8,9 
 %�
N� 1
	���
	����0 p8�x9 = j�j � p8x9 ��� ��	� x� y � A � ��	� � � C �
$�  ���

����	����0 p8x> y9 � p8x9 > p8y9 ��� ��	� x� y � A�
O�  �����������
����	����0 p8xy9 � p8x9 � p8y9 ��� ��	� x� y � A�

<	��
�(��	����� ����(�� � �� A ���	� ��'����� ���
�����	�� �	�

�
������� 	���
,� �8,9 = ,�
N� �8xn9 = �8x9n ��� ��	� x � A � ����
������ n�
$� A��	��	 � �� ������ ������������� �����
	�
� 6 �����
���

����� '� -���� p ) ���	���� 	� ������� A* .��
� 
�� 
��
���
�����	�� x � A ��$������� ���
��

�8x9
def
= lim

n��
p8xn9��n�

� ���� ���
�� � ) ���
�����	�� �	
�
����*
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�� �' ��"	��������� �
	�	�� � �����
����
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��	����� ��� p ������	��
�� �	
��	����� �8xy9 � �8x9 � �8y9� <����	(� ��� ����'��	������ �	
��	��
���� �
	�
������� ���� ��������	���� ������'����� 2����� <������3�
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	��� ����	���� ����
����� ��
����� +	�������� A�����
���� �
��	

���
�(

x =

�
% ,
% %

�
� y =

�
% ,
% %

�

����'���	�� ��� ��	��
������ ��������
� ��
���	���� �����
���� ���
��"	 
���
�� �����
��� �	 ����	���� ?��� �
��	
 �����	�� 4�	��	 � �	��
��� 8�	�������������9 ��
	�
� �	
���� �
	�
������ ���
�( ���
�
�
��
���� ��	��
������ ��������
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����
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����
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&���� A 6 ������������� ��
	�
� � � 6 ��	��
������ �������
��
� A�
����� ��
	�	�	���� � ����	��� �����
���� E��	���� ��� ������	
�8a9 � , 8� ������	 �� ������
���� �����(��9� ����"	 
���
�� 	� ���
��	������ ��
�������� ;�	�	��� , � a� A ��������� �� ;��� �
���
��
��	���"�� �	��� �
���������

����� *� (��� 8,� a9 � b = , � �8a9 � ,� ��

�8b9 �
,

,� �8a9
�

1	������	����� b = , > ab� ��� ���

�8b9 � , > �8a9 � �8b9�

*����
�	� �	����
�� ;�	�	�� x � A� &
	��������� ��� ����	����
C nSpecA8x9 �	 ������ ?�� ����	���� ��'���	��� ����	����� 
	
���
���
���	� ;�	�	��� x � ����	��� �������� ��
	�	�	��� 
	'����	���

r� = 8� � ,� x9���
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����� +� 2�	
#�� �� �8r�9 	�������	� 	� �	������� �������	��
����
 �����	�� x �� ���
�������	�� ���	����	� ����	���	� 	� 
��
��

����
�	�� ��
�	������� ����� �	�������*
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���
��	 ������ ��� ��
����� ���
��	���� +����	
���

r� = 8,� 8� � �9r�9
�� � r��

&�;����� 	��� j� � �j�8r�9 � ,� ��� ������'�� 	"	 
�' ����	���� +����
�	
�� �� �
��	 ��
�� �	��� R� ������	�

���8r�9� �8r�9
�� � �8r� � r�9 =

=
���� �

�� � �8r� � r�9 �
�

j� � �j�8r�9
�

,� j� � �j�8r�9
�

� ����'��	������ '�����	���

<�������� ��� �	
	' T�� ���'����	� ������
���� 	�������� ���

������� �� �����	����� ��������� C �

�������� -���� A ) 
�����
�	�� ������� � �
�	�#��* -��
�����
���� ��� 	� A ��$������� ���
�����	�� �	
�
���� �*

.��
� SpecA8x9 �= � 
�� ���� x � A* 3 ����	����� ���
�� 
��
���
�����	�� 	� ����� ���� ������� ����
��� ���	�����*

$��������	��%�� &� �	��	 ,� �� ���	� �
	���������� ��� ��
	�
�
� A ������������� &���� x � A� :��� �8x9 = %� �� x �	 ���	� ����
��
������� ��� ��� % � SpecA8x9�

&�;���� �� ���	� �������� ��� �8x9 = ,� &����	�� ��� � ;��� ����
��	 �� ��
������� T ��		��� ���� �� ���� ����� ��	��
� ;�	�	��� x�
1	������	����� � �
������� �����	 ��	 ����� ��
������� T����� ����
���� 
	
���
������ &� �	��	 -� ����	��� ����	 c 
 %� ��� ��� ��	� � �T
���	� ����������� �	
��	����� �8r�9 � c� <� ��� ��� �8x9 = ,� �� ;��
�
�'� �
������ � �
�����
	��� � �	���� $�

&� �	��	 J� ���
�	 ���	
��	��	 �	�
	�� ����	��� ��	�����	� �	
���

�� @	�
	�� ����'����
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	�� +	��������
�	 �	����� 1	������	����� 	��� A 6 �������� ��
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� � jxj� � ,� �� 
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y = , > x> x� > � � �

�������� � 8, � x9y = y8, � x9 = ,� 4�	��	 � �
��	�	����� ��7	 �	
��
�	������� ;�� ��'����	� ����������� ��� 
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�(�� � �	� �	�
	
�����
������ ��	��	�� ��� ������	��	 � ��	��
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����
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�����
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��
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�9�
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������
	��� �
��	
�� � ����
�� ��#	 ���������� ��	�
������ ������ ����
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	' j�j� &���� B = B8C n 9 6 ��
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���
�� T U C n � C

n � ?�� ��
	�
� 	��	���	��� �'���
��� ��
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M8n� C 9 ����
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�( ��
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� T � B �	�
	
���
��� � �	
�� ��	������� ��� ��	 ��� ��	�� ���	���� 	����

kTk
def
= sup

j�j��
jT�j �

�� �����	���� ;��� ��
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�
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�
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	'
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��������	 �� ���������� � ���� �����
������������
����� ��������
 ��	����� �	�	��� 	�������� �������%!

,������ �	 �	�� ����� ��	 
����������
 ����� �
������� �	��
��
������� 	�������
 �� �����%��� ��	��	� &���!

�	��
����� 
� ����� �����	
������� 
�������� ����
��� 	
����
�� �
��
 ����	
������ �����! 

��������! -	��	��
������ ��	���	� 	 ��	�����	��	� 
�������!

.���	���	� ���� �	��
��������	 ����� �� ��

��	 � ����	���% ����
����!



�� �� �� �����	
�

/���� ���������� �����0��� �	 ������� n ��	�	����� p! +�
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��	���� ����������! 3������ �	$�	��� ��	 n � 4 � ��
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k�� ( � � �( am�k

�

hm ' bm��x
n�k ( bm��x

n�k�� ( � � �( bm�n�k �

am�� ' bm�� ' 1� ������ ��	
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���� �� ���� �
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��
��#�� ����������
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�	������ 
�����������)

,�� ���
��
��� f - S� � R
� ��

�
��� 
�� ���	� �������� N(f)

��� �����
 �� ������ ����	
���� ���
����� ����
�
 �
���
 ���
���� .f(t)
�
��
� ���
�� ��	��� ���
������ � �� �

�� ��� t ���� 
�� �
��
��
�
��
������� � �������
����� ���
���
���� ,
����� �������� N(f) 
���
��
�� ��������	
����� ������ ����
��
��� .f - S� � R� � f/g �
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��
����
 ��(R

�� f/g)�Z�
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� 	���� � 	����� 	����� ����� �� �����

�����
�� ���
����	� N(f) 2 N(g)�

3
��� ���
��� 	�� ����
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��� ��� �
����
��� ���
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���� 4��� n �2 /� �� !�� �
���� ��
���
������ �
���
���� jnj 
�� � �� ��� �
���� ���
��� � ����������� �� ����
�� n� 4��� n 2 /� �� !�� 5�����
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�
���������������	��
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�����
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�
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� �(t)�
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���&�� ��
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� �
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�
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�������
�
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�
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���� �������� �
������)
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E(�� .�) 2
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C
� � cos� 2 const�

 �!���� ������
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���
 ���� ����� ����� �
���� !�

��� E 2 const
(
��� C)� (B�
�� ��

��� � ���� !�

��� ����	
����� ��������� ����
��

����
��� �������
��� �
���
��
� (K)M !�� !�

��� �
 ��

� �������� ���
���
��� � ���
�#������� !�

��� �������� �
�������� ������� ����
��
�� �&
��)

 ���� Umax 1 ���
�#������� !�
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	����) ��	�
 
�����
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�
��� �
���
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�
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 ��
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��� � �����
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�� ���	�
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 ����� ����������� ��
���	
��� (>)
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����� �� .� (��
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 ��
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Z �

�
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Z �

�
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>

.�
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����
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Z �

�
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�
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�
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� � �2 / �
���
��
 (K) ����"


�
��� �
 ��
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G xy" 5

Z xy
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F  t"dt 5

Z y
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y

F  t"dt 5
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Z x
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F  ty"d ty" 5 G y" ; F  y"y

Z x

�
F  t"dt 5
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����	� �
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���
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��	��
����� y � � � x � � �����
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��� ,����
�	 �������	� �
 �$�
	�
�
� �� ��������� �	�-! '��� f � � . ��	��
��
 �	���� ������! )��	�
���
��� ����&�� f � �lAB � lCD � �lBC � lAD � �ylCD � �xlBC �	 �%$�%
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� �������	� ����%��� ��	��	����� ��
���
�	�� � ����� �$����
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��� �������
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�$�	�	
��� � ��� �	� ��� x � �� �	� � ��� y � �! /�� �
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����� �	 xy� �! 
! P ,x� y- � xyQ� ��
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��� � ��� � 	 xy �� �! '�(���� Q � �� �! 
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�� �� 
���� P�Q�R� S ��������
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��"
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����	 �	 �����% AB� ������� �	�
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���� ���	
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'�� (��� ��
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��� ���	
	� � ��� s � s��
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0 ��� ����	
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����� ���� ABCD� AFED � BEFC ����	�� � (��
������� ��(���� f ��+�� ��
���	��� � �%$�� �
 ��
��%��� �����5

f � ��lAB � lCD � ��lAD � lBC� ,3-

f � ��lAF � lED � ��lAD � lEF � ,:-

f � ��lBE � lCF � ��lBC � lEF � ,;-

'���	����	� ���	+
��� ,3- � ,:-� �����	
�

��lAB � lCD � ��lAF � lED � ,��lBC � ��lEF -lAD�

'��� X < ����	 �
�
�
�
��� ������ AB � ED! 0 ����
 X �$�	�
�	%��� � ��� ����&�� lAB � lCD � lAF � lED� 	 ����&�� lAD � (��� ����
�
 � ��� �
 �$�	�	
���! ��
���	�
� ��� � ����
 X �$�	�	
��� � ��� 
����&�� ��lBC � ��lEF � �! 
! ����	 X �
+�� �	 ������ ��lBC � ��lEF !
=�	������� ���	
��	
���� ��� �	 ������ ��lBC � ��lEF �
+�� ����	
�
�
�
�
��� ������ CD � AF ! )�
����� �	�+
� ��� ����	 �
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�
�
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������ BC � EF �
+�� �	 ������ ��lBC � ��lEF ! 0 �
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�
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��
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������� � ����
�
��� %��� 
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 �� ��"

��
 ������� 
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���� ����������� ���	!� AB � DE� BC � EF � CD �

FA ����
 �� ����
 ���	�
�

>� ������+�� �	���+�
��
 �	� �
! '���	����	� ,:- � ,;-� ��������
��� ����� �
�
�
�
��� ������ AF � BE� ED � CF � AD � BC �
+	�
�	 ������ ��lAD � ��lBC! = ����	���� ,3- � ,;-� �������� ��� �����
�
�
�
�
��� ������ AB � CF � CD � BE� AD � EF �
+	� �	 ������
��lAD � ��lEF ! ?
��� ����
��� � ��� �����
���
 �����
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�
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�	%��� � ����� ����
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�
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����	� � ��� ��	��
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 ����� �
 ����� ��
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��b�y
��c�xy�� � � �

� � ��

� ��� x� � y� � � � � � �� �� c� � �� �! 
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ax� � bxy � cy� � � � � � �
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��� ���
�$���� � �
��
������������ 	�������	�� ����	 � ��� ��
����	� ����	 a�c � �! '�(���� ���
��	� ���$��	&�� ��	��
��� ���
�$��
� �
��
������������ 	�������	�� ��+
 ����
��� ��	��
��
� ���
�$��
�� � �
��
������������ 	�������	��! 0 ����
 ������ ���������� �
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����� A�B�C � H � 
�� ��
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����- ���
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��
���������
���� 	�������	��� 	 ��
���� lAB � lCH � � � lBC � lAH � �! ��
���	�
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��� ��
 ������ (���� ����	 ����%��� ���
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��
������������
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 ����� A�B�C �D� ��
�

� ��	��
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 F � �� ��
 F � �lAB � lCD � lBC � lAD! E
��� (��� ������

	�	
��� ����
��� ��	��
��� Fx � �� Fy � �F �$	 (�� ��	��
��� ���
���
�� x� y � �! 0��	
�� � �
 ������ ��	��
��� � �����	��� (�� ���	+
��

�� �����
 ��	��
��
� ������� ��	��
��
 ������� ������	� ���
��	%�
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��%��
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 A �
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��� ���

���� ��
����%��� �	�� �	����
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�

 ; ����� �
�
�
�
��� ������� ��
����%��� �	�� �	��
��� ���
�!

:! E
��� D ����	�	
� � &
����� �	�� ���
� A�B�C � D!

;! C��� D < ����	 �
�
�
�
��� ����� ��
���� ���	 ABC� �� D <
����+���� �
���� ���
� (���� ��
���� ���	!

6! C��� �
���
����� ��� ABCD ����	����� �� D < ���
�$��	 � �
��
�
������������ 	�������	��! 0 (��� ����	
 ��� ��
� ����� ����	
�	�	��
� �� 	�������	� D!
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 �	�� ����������!
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 ������ �	 ���������� ������ � ������������ ������ �����
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�� ���
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�������
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