№1.


1. Сформулируйте определение расстояния от точки до фигуры. Что является расстоянием от данной точки до: а) плоскости; б) сферы? Обоснуйте. Сформулируйте определение высоты пирамиды.


2. Сформулируйте и докажите теорему о сечении цилиндра вращения плоскостью, пересекающей все его образующие.


3. Все боковые ребра пирамиды одинаково наклонены к плоскости ее основания. Существуют ли треугольные пирамиды, обладающие этим свойством, у которых ортогональная проекция вершины лежит: а) внутри основания; б) на стороне основания; в) вне основания? Какие виды параллелограммов и трапеций могут являться основаниями четырехугольных пирамид, обладающих этим свойством? Обоснуйте.








№2.


1. Сформулируйте и докажите теорему о ближайшей точке. Какая из ранее изученных теорем стереометрии является следствием доказанной?


2. Сформулируйте определение произвольного конуса. Перечислите и определите его основные элементы. Докажите, что сечение конуса, параллельное его основанию, является фигурой, подобной основанию.


3. Два сечения шара имеют единственную общую точку на его поверхности. Выведите уравнение, связывающее радиус шара, радиусы сечений и угол между сечениями.








№3.


1. Сформулируйте и докажите пространственную теорему Пифагора.


2. Сформулируйте определение произвольного цилиндра. Перечислите и определите его основные элементы. Докажите, что сечение цилиндра, параллельное его основанию, является фигурой, равной основанию.


3. Два сечения шара имеют общую хорду на его поверхности. Выведите уравнение, связывающее радиус шара, радиусы сечений, длину хорды и угол между сечениями.








№4.


1. Сформулируйте определение расстояния между двумя фигурами. Докажите корректность этого определения для расстояний между прямой и плоскостью и между двумя плоскостями. Сформулируйте определение высоты призмы.


2. Сформулируйте и докажите теорему о сечении конуса вращения плоскостью, пересекающей все его образующие.


3. Все боковые грани пирамиды одинаково наклонены к плоскости ее основания. Существуют ли треугольные пирамиды, обладающие этим свойством, у которых ортогональная проекция вершины лежит: а) внутри основания; б) на стороне основания; в) вне основания? Какие виды параллелограммов и трапеций могут являться основаниями четырехугольных пирамид, обладающих этим свойством? Обоснуйте.








№5.


1. Сформулируйте и докажите теорему об общем перпендикуляре к скрещивающимся прямым. Объясните, что является расстоянием между скрещивающимися прямыми.


2. Сформулируйте и докажите условия (связанные с углами), которые являются необходимыми и достаточными для того, чтобы вершина пирамиды проектировалась в центр окружности, описанной около основания пирамиды.


3. Сформулируйте и обоснуйте зависимость площади сечения шара от его расстояния до центра шара. Выразите расстояние между параллельными сечениями шара через их радиусы и радиус шара.


№6.


1. Сформулируйте определения сонаправленных и противоположно направленных лучей. Докажите, что сонаправленность лучей в пространстве является отношением эквивалентности.


2. Выведите формулу, связывающую между собой косинусы трех углов: между наклонной и плоскостью, между наклонной и произвольной прямой этой плоскости, между этой прямой и проекцией данной наклонной на плоскость.


3. Сформулируйте определения сфер, описанных около цилиндра вращения, конуса вращения и усеченного конуса. При каких условиях около каждого из этих трех тел можно описать сферу? Составьте уравнения, связывающие радиус описанной сферы, радиусы оснований этих тел и длины образующих их боковых поверхностей.








№7.


1. Сформулируйте определение угла между двумя лучами. Докажите корректность этого определения для случая, когда лучи не имеют общего начала.


2. Сформулируйте и докажите необходимое и достаточное условие того, что луч с началом в вершине угла проектируется на прямую, содержащую биссектрису этого угла.


3. Сформулируйте определения сфер, вписанных в цилиндр вращения, в конус вращения и в усеченный конус. При каких условиях в каждое из этих трех тел можно вписать сферу? Составьте уравнения, связывающие радиус вписанной сферы, радиусы оснований этих тел и длины образующих их боковых поверхностей.








№8.


1. Сформулируйте определение угла между прямыми в пространстве. Обобщите определения перпендикулярности прямых в пространстве и перпендикулярности прямой и плоскости. Сформулируйте в обобщенном виде признак перпендикулярности прямой и плоскости и теорему о трех перпендикулярах.


2. Сформулируйте и докажите теорему Дезарга.


3. Сформулируйте определение усеченного конуса. Выведите формулу, выражающую площадь сечения, параллельного основаниям усеченного конуса вращения и делящего его высоту в заданном отношении, через площади оснований.








№9.


1. Сформулируйте определение угла между прямой и плоскостью. Докажите, что этот угол является наименьшим из всех углов, которые данная прямая образует с прямыми этой плоскости.


2. Сформулируйте и докажите теорему о взаимном расположении шара и плоскости.


3. Укажите геометрические места точек пространства: а) равноудаленных от двух плоскостей; б) находящихся на данном расстоянии от данной плоскости; в) находящихся на данном расстоянии от данной прямой. Обоснуйте.








№10.


1. Сформулируйте определение двугранного угла. Перечислите и определите его основные элементы. Сформулируйте определение его линейного угла. Докажите корректность этого определения.


2. Сформулируйте определения сферы и шара. Перечислите и определите их основные элементы. Сформулируйте определения плоскостей и прямых, касательных к сфере (шару). Докажите, что плоскость, касательная к сфере (шару), перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания.


3. А) Укажите геометрическое место точек пространства, равноудаленных от двух прямых, лежащих в одной плоскости. Обоснуйте. Б) Что является геометрическим местом равных наклонных, проведенных к плоскости из данной точки? Обоснуйте. 








№11.


1. Сформулируйте определение центрального проектирования и объясните его отличия от параллельного проектирования. Сформулируйте и докажите теорему о площади ортогональной проекции многоугольника.


2. Сформулируйте и докажите условия (связанные с углами), которые являются необходимыми и достаточными для того, чтобы вершина пирамиды проектировалась в центр окружности, вписанной в основание пирамиды.


3. Дана сфера с центром О и произвольная точка M. Найдите геометрическое место середин всех хорд, которые образуются секущими к сфере, проведенными через точку M.








№12.


1. Сформулируйте определение трехгранного угла. Перечислите и определите его основные элементы. Сформулируйте и докажите простейшие свойства основных элементов трехгранного угла.


2. Что такое прямой круговой конус? Перечислите его основные элементы. Сформулируйте определения плоскостей и прямых, касательных к конусу. Объясните, в каких случаях пересечением плоскости и боковой поверхности конуса является: а) парабола; б) гипербола. 


3. Выведите формулы, связывающие между собой тригонометрические функции углов, которые произвольная прямая образует с тремя попарно перпендикулярными плоскостями.








№13.


1. Сформулируйте определение трехгранного угла. Сформулируйте и докажите основное свойство трехгранных углов


2. Что такое прямой круговой цилиндр? Перечислите его основные элементы. Докажите, что из любой точки окружности основания цилиндра диагональ осевого сечения видна под прямым углом. Сформулируйте определения плоскостей и прямых, касательных к цилиндру.


3. Выведите формулы, связывающие между собой тригонометрические функции углов, которые произвольная прямая образует с тремя попарно перпендикулярными прямыми.








№14.


1. Сформулируйте и докажите теорему косинусов для трехгранного угла. Объясните, в чем состоит принцип двойственности для трехгранных углов и запишите теорему, двойственную доказанной.


2. Сформулируйте определение угла между плоскостями. Докажите, что угол между двумя плоскостями равен углу между плоскостями, соответственно им параллельными. Верно ли аналогичное утверждение для плоскостей, соответственно перпендикулярных данным плоскостям?


3. Что является сечением цилиндра вращения плоскостью, параллельной его оси? Как зависит площадь этого сечения от расстояния до оси цилиндра? 











№15.


1. Сформулируйте и докажите теорему синусов для трехгранного угла. Объясните, в чем состоит принцип двойственности для трехгранных углов и запишите теорему, двойственную доказанной.


2. Сформулируйте определение угла между двумя плоскостями. Докажите, что угол между двумя плоскостями равен углу между прямыми, соответственно им перпендикулярными. Верно ли аналогичное утверждение для прямых, соответственно параллельных данным плоскостям? 3. Что является сечением конуса вращения плоскостью, проходящей через его вершину? Как зависит площадь этого сечения от угла наклона сечения к плоскости основания? 











№16.


1. Сформулируйте определение равенства трехгранных углов. Сформулируйте и докажите признаки равенства трехгранных углов.


2. Перечислите все случаи взаимного расположения двух сфер в пространстве и объясните, как оно зависит от их радиусов и расстояния между их центрами. Докажите, что если сферы имеют более одной общей точки, то их пересечением является окружность. В каждом из рассмотренных случаев объясните, что является расстоянием между сферами.


3. Докажите, что плоскость, содержащая биссектрису угла, образует равные углы с его сторонами.








