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Гофрировки плоскости

Хорошо известно, как любят 9-10-летние школьники складывать несложные игрушки из бумаги. Учителя начальных классов часто используют этот интерес, проводя занятия по оригами. Психологи и педагоги знают, как это помогает развивать пространственные представления, совершенствует мелкую моторику рук, учит детей внимательности и аккуратности.

Бумажные модели, о которых пойдет речь, могут быть использованы в работе со школьниками средних, а может быть и старших классов. Называются они – гофрировки плоскости. Интересно, что человек, впервые увидевший гофрировку, как правило, бывает удивлен, узнав, что ее можно сделать из плоского листа бумаги без использования ножниц и клея.
В отличие от моделей классического оригами, которые складываются из квадратного листа, мы можем использовать бумажные листы любого формата. Более того, любую из гофрировок можно рассматривать как часть воображаемой модели, сложенной из «бесконечного листа».

Итак, возьмем любую готовую бумажную модель (самолетик, кораблик и т.п.) и развернем её. На полученном листе мы увидим сетку из линий – следов перегибания бумаги. Следуя традиции, будем в дальнейшем называть их «горы» и «долины», в зависимости от направления сгиба.


ГОРА

   ДОЛИНА

Можно представить себе и обратное действие. Нанесем на лист бумаги сетку из «гор» и «долин», а потом попробуем сложить лист по этим линиям. (Ясно, что далеко не всякая сетка для этого пригодна.) Кроме того, будем рассматривать такие сетки, которые могут быть продолжены на всю плоскость. Пожалуй, самый простой пример гофрировки – двойная гармошка.




Двойная гармошка

Хотя ниже описывается процедура складывания этой простейшей из гофрировок, лучше, наверное, принести на занятие готовую модель и предложить ученикам самостоятельно придумать технологию ее изготовления.

 Дело в том, что сетку для двойной гармошки можно получить, не пользуясь карандашом и линейкой. Для этого необходимо:

1) Сложить лист гармошкой.

2) Перегнуть полученную полоску по пунктирным линиям. При этом нужно следить за тем, чтобы слои бумаги не сдвигались, а линии сгибов отпечатались как можно четче. С этой целью лист нужно перегнуть по каждой из линий в обоих направлениях по нескольку раз.
3) Развернув и разгладив лист, увидим построенную сетку.

4) Теперь нужно придать каждой складке направление в соответствии с рис.(1). (Сплошные линии в дальнейшем обозначают «горы», а пунктирные – «долины».)

Когда вам удастся сделать это, вы поймете главную особенность всех гофрировок. Наша конструкция складывается по всем сгибам одновременно. Невозможно сложить её только с одного края так, чтобы другой край остался плоским. Если вы расправите хотя бы одну складку, то начнут расправляться и все остальные. Если согнете бумагу хотя бы по одной из линий, то сложится вся гармошка целиком. Это доставляет известные неудобства при изготовлении гофрировок, но именно поэтому их так интересно складывать и просто держать в руках.

Если ваши попытки увенчаются успехом, то, возможно, вам захочется поэкспериментировать и посмотреть что выйдет, если немного изменить исходную сетку, например, чередуя крутые и пологие зигзаги. Этого легко добиться, складывая нужным образом исходную полоску-гармошку. Полученная сетка изображена на рис.(2)

Готовая модель образует красивую арку или гофрированный цилиндр (в зависимости от длины листа). Сделанная из плотной бумаги, эта арка способна выдерживать определенные нагрузки, хотя садиться на нее все равно не стоит.

А направив зигзаги в разные стороны, мы получим конструкцию, известную, как «гармошка Шварца».



Гармошка Шварца

Сетку, которую вы можете видеть на рис.(3), также можно получить, перегибая полоску-гармошку. Позаботьтесь только о том, чтобы треугольники вышли «достаточно тупоугольными».

 Уже на этом этапе вы поймете, что у вас опять должна получиться арка или цилиндр, а точнее многогранная поверхность, вписанная в цилиндр. Герман Шварц построил её в 1890 году, исследуя вопрос о приближении площади криволинейной поверхности (например цилиндра) площадью вписанной многогранной поверхности.

Часто эту поверхность называют также «сапог Шварца», так как, по преданию, Шварц придумал её, увидев голенище сапога, собравшееся в складки.
Винтовая лестница

Интересная гофрировка получится, если построить сетку аналогичную предыдущей, но так, чтобы гранями являлись неравнобедренные прямоугольные треугольники (достаточно длинные и узкие). Несмотря на простоту сетки на рис.(4), её уже нельзя получить, перегибая полоску-гармошку. Поэтому придется освоить другой технологический прием.



1) Начертим сетку на листе плотной бумаги.

2) Не слишком острым шилом (или иглой циркуля) проведем по линейке бороздки по всем ребрам сетки.

3) Перегнем заготовку по подготовленным линиям, образуя «горы» и «долины».

Теперь можно попытаться окончательно сложить гофрировку. По прочерченным бороздкам бумага легко складывается, образуя ровные красивые ребра.

Когда у вас в руках окажется готовая конструкция, вы увидите, что короткие катеты треугольников образуют винтовую линию на поверхности описанного цилиндра, а середины гипотенуз лежат на оси этого цилиндра.

Метод, примененный при изготовлении этой модели, будет в дальнейшем использован и для всех остальных.

В сложных случаях процесс складывания может потребовать от вас определенного упорства и ловкости рук.

Иногда полезно бывает сложить небольшой фрагмент конструкции из тетрадного листа, чтобы лучше понять, как она устроена. В любом случае, личный опыт здесь окажется полезнее любых инструкций.

Спираль Бинона

Эта замечательная конструкция была описана в приложении к журналу «Оригами». Её автор – английский оригамист Джеф Бинон. Сетка этой гофрировки  изображена на рис.(5). Видно, что она очень похожа на «винтовую лестницу». И там и здесь хорошо видны ряды прямоугольников с диагоналями. Только теперь диагонали в каждом ряду меняют направление. Поэтому вместо винтовой линии мы увидим на поверхности описанного цилиндра ряд окружностей, которые делят спираль на секции.

Но главное – то, что спираль Бинона обладает новым, не встречавшимся ранее, свойством. Если любая из предыдущих моделей может быть с легкостью расправлена до состояния плоского листа, то спираль почти так же трудно развернуть, как и сложить. (Можно назвать это свойство «самозацепленностью» гофрировки.)

Дело в том, что в процессе работы вам придется кое-где сминать бумагу, чтобы впоследствии расправить. Это довольно тяжело описать словами и совсем не просто сделать руками. Однако, пытаясь следовать дальнейшим указаниям, вы рано или поздно поймете, как это делается.

Предлагаемая сетка содержит в каждом ряду по 12 прямоугольников, с отношением сторон 1:4. Такие размеры позволяют получить красивую модель без щелей. Количество рядов не ограничено ничем, кроме размеров листа.

Начерченную сетку обводим по линейке иглой, продавливая бороздки, и сгибаем по намеченным линиям, образуя «горы» и «долины». Подготовленный лист сворачиваем в трубку и закладываем складки первого ряда, получая одну секцию модели. Когда складки этого витка будут сложены, необходимо перехлестнуть края в том месте, где круг замкнулся так, чтобы подвести верхний край под нижний.

Это и есть самый сложный момент в изготовлении гофрировки. Именно здесь придется сминать бумагу, чтобы перехлестнуть края. И если вам удастся сделать это однажды, вы сможете повторить эту процедуру столько раз, сколько рядов содержит ваша сетка.

Готовая спираль в сложенном состоянии напоминает стопку блинов. Сожмите пальцами края среднего блина и вся конструкция сама расправится у вас в руках.



Семейство «простых гармошек»

Возможно, вы заметили, что сетки для всех построенных моделей, за исключением «винтовой лестницы», получены по единой схеме. В основе такой сетки лежит пучок параллельных прямых, соединенных «равнобедренными зигзагами». Чередуя зигзаги с разными углами наклона (при этом они могут даже превращаться в прямые), и совмещая их вершины, можно получить неограниченное количество самых разнообразных гофрировок. Вот лишь несколько примеров:



1.

Сетка на рис.(6) построена как раз по этому принципу. На чертеже хорошо видны параллельные прямые и зигзаги, образующие с ними углы 30( и 60(. На самом деле вы не обязаны брать именно эти значения. Главное – большие треугольники должны быть равнобедренными.

Целесообразно, наверное, построить сначала прямоугольную решетку, а уже потом проводить зигзаги.

Если вы сложили предыдущие модели, то без особых проблем справитесь и с этой.



2.

Эта гофрировка была описана в журнале «Оригами» в 1998 г. Сетка для нее на рис.(7) выглядит даже проще, чем у предыдущей модели, так как основой для нее является решетка из прямоугольников с отношением сторон 1:2, а зигзаги образуют хорошо различимые квадраты.

Несмотря на простоту сетки, модель очень красива. Лучше всего сделать её из большого листа бумаги.



3.

А вот конструкцию, сетка для которой изображена на рис.(8), сложить нелегко, хотя она относится к тому же семейству «простых гармошек». Дело в том, что эта гофрировка является «самозацепленной», как спираль Бинона. Она не растягивается, как гармошка, а раскрывается, как книжка. «Корешок» этой книжки образован зацепленными складками вдоль параллельных прямых.

Сетку этой гофрировки проще всего получить из разбиения плоскости на равносторонние треугольники, убрав некоторые ребра, так, чтобы образовались трапеции, которые вы можете видеть на чертеже.

При работе с моделью лучше всего попытаться в первую очередь сложить её по зигзагам, а потом, по мере возможности, расправлять остальные складки. Возможно, это получится у вас не с первой попытки, но результатом усилий будет красивая конструкция.

Разные гармошки

Три приведенных модели ни в коей мере не исчерпывают тему. Даже среди «простых гармошек» встречаются весьма изысканные и замысловатые гофрировки. (Спираль Бинона – яркий тому пример.) Вы сами теперь можете попытаться, комбинируя разные зигзаги, построить новую, никому еще не известную конструкцию. Но, конечно же, всё разнообразие гофрировок совсем не ограничивается сетками одного типа. Один пример уже есть – это «винтовая лестница». Вот еще несколько примеров:



1.

Основным элементом сетки на рис.(9) является прямоугольник, внутри которого построена точка, из которой две противоположные стороны видны под прямым углом. Обратите внимание на чередование «гор» и «долин» на чертеже. Готовая модель сворачивается в трубку, снаружи которой видны пики и глубокие впадины. Складывать её не очень сложно, благодаря отсутствию «самозацеплений».



2.

Все рассмотренные до сих пор сетки включали в себя сквозные прямые. А в сетке на рис.(10) таких прямых нет. Если посмотреть внимательно, можно заметить, что она получается из рис.(7). Для этого достаточно просто стереть некоторые ребра. Правда распределение «гор» и «долин» совершенно изменилось. Они образуют теперь систему чередующихся косых зигзагов, вдоль которых модель легко складывается. 

В отличие от предыдущих гофрировок эта конструкция не имеет «лица» и «изнанки». Она одинакова с обеих сторон. Связано это с тем, что для исходной сетки существует такое самосовмещение, при котором «горы» и «долины» меняются местами. Этим же свойством обладает еще самая простая «двойная гармошка».



3.

Убирая некоторые ребра сетки на рис.(7), получаем сетку на рис.(11). Новое распределение «гор» и «долин» обладает той же симметрией, что и у предыдущей модели. Эта гофрировка также является «самозацепленной», хотя складывать её все-таки легче чем «книжку».

Шестиугольные грани на готовой модели видны лишь частично, так как они перекрывают друг друга, подобно черепице или чешуе. А эффект «самозацепления» приводит к тому, что сложенная конструкция разворачивается не до конца, а до некоторого промежуточного состояния, очень напоминающего раздвинутую ширму.

Коническая гармошка

До сих пор мы рассматривали сетки, которые самосовмещались при помощи параллельных переносов, центральных и осевых симметрий. На рис.(12) вы видите пример сетки, самосовмещающейся при помощи поворотов и гомотетий. Правда, по мере приближения к центру гомотетии размеры граней стремятся к нулю. Сама же гофрировка представляет из себя гармошку Шварца, вписанную в конус. Система параллельных прямых, образующая основу сетки, превратилась при этом в систему гомотетичных правильных многоугольников с общим центром, а отрезки зигзагов выстроились вдоль логарифмических спиралей.

Сложить модель нетрудно, главное – построить чертеж.

 






Проще всего, наверное, вписать в острый угол зигзаг, стороны которого, взятые через одну, параллельны и образуют равные углы с обеими направляющими. Отражая теперь полученный зигзаг относительно сторон исходного угла, получаем сетку из подобных четырехугольников, «сгущающихся» к центру гомотетии. Осталось провести диагонали-«долины».


                                                 О







Центр гомотетии

Теперь можно вырезать из листа сектор (вершину, разумеется, придется отрезать), продавить иглой бороздки и сложить коническую гармошку.

Еще проще вписать в конус  «винтовую лестницу». Прямоугольники при этом превращаются в вытянутые равнобедренные трапеции. Длинные боковые стороны этих трапеций лежат на лучах с началом в центре гомотетии, а короткие основания образуют правильные многоугольники. Попробуйте построить чертеж и сложить гофрировку самостоятельно.

Хираори

Около десяти лет назад японский оригамист Фудзимото изобрел (или открыл) чрезвычайно интересную разновидность гофрировок, получившую название «хираори», что означает, попросту, «плоская структура». В отличие от «гармошек», гофрировки, принадлежащие к классу «хираори» в сложенном состоянии образуют нечто вроде ковра, который при неограниченном продолжении заполняет всю плоскость симметричным узором из складок бумаги. Как правило, этот «ковер» оказывается к тому же самозацепленным, так что складывать «хираори» совсем не просто.

Но, оказывается, гофрировку, целиком заполняющую плоскость, можно получить, лишь немного изменив простую «двойную гармошку».



1.

Место параллельных прямых на рис.(13) занимают ломаные линии. В результате гармошка становится скошенной, ряды параллелограммов и квадратов накладываются друг на друга со сдвигом и заполняют при неограниченном продолжении всю плоскость в несколько слоев. Но несмотря на это, такая гармошка еще не является настоящей «хираори».

2.

Чтобы получить полноценный «ковер», возьмем эту же сетку, но с другим распределением «гор» и «долин», как на рис.(14).

На чертеже появляются грани, все ребра которых являются только «горами» или только «долинами». Это – отличительный признак «хираори». Дело в том, что сетки гофрировок этого типа самосовмещаются при помощи поворотов, и при этом «горы» переходят в «горы», а «долины» – в «долины».



Изготовить эту конструкцию гораздо труднее, чем предыдущую «косую гармошку». Попробуйте для начала сложить небольшой фрагмент, изображенный на рис.(15). Вы увидите, как центральный квадрат поворачивается при этом на 45(.

При работе над полным «ковром» вам придется перегнуть большие квадраты по диагоналям, а потом вновь расправить их. Следы этих перегибов на готовой модели вообще не видны. Полученная конструкция обладает ярко выраженным «самозацеплением», так что развернуть такой «ковер» почти так же трудно, как и сложить.




Однако, этими двумя моделями возможности сетки еще не исчерпаны. На рис.(16) вы видите новое распределение «гор» и «долин», которое порождает еще один «ковер» (в каком-то смысле двойственный предыдущему). Попробуйте сложить его сами.



3.

Ковер на рис.(17) обладает интересной особенностью. Все вершины сетки на готовой модели расположены с одной стороны ковра. На другой стороне видны только центральные части больших прямоугольников. Связано это с тем, что на сетке есть грани, все ребра которых являются «горами», но нет граней с ребрами – «долинами».

Сложить эту конструкцию, пожалуй, труднее чем предыдущую, так как её грани переплетаются чрезвычайно плотно.


4.

Сетка для «хираори» на рис.(18) очень красива сама по себе, и на первый взгляд кажется весьма сложной и запутанной. На самом деле, она складывается даже легче предыдущей модели. Главное – аккуратный чертеж. Обратите внимание на узкие параллелограммы, окружающие правильные шестиугольники. Их острые углы не должны превышать 30(. (На нашем чертеже они составляют ровно 30(.)

На готовом ковре шестиугольники полностью видны с одной стороны, а треугольники – с другой. Несмотря на «самозацепленность», конструкция обладает значительной подвижностью, так как в процессе складывания бумага изгибается совсем незначительно.



5.

Сетка, изображенная на рис.(19), включает в себя восьмиугольные грани. На готовой модели половина из них целиком видна с одной стороны, а половина – с другой. При этом обе стороны готового «ковра» одинаковы, как и у моделей на рис.(14;16). Связано это, опять же, с тем, что существуют самосовмещения сеток, меняющие местами «горы» и «долины».

«Самозацепление» не мешает этой модели довольно легко разворачиваться и сворачиваться, так же как и предыдущей.

6.

Если вы не боитесь трудностей и хотите попробовать свои силы в изготовлении по-настоящему сложной конструкции, то сетка на рис.(20) предоставляет для этого прекрасную возможность. Эффект «самозацепления» проявляется здесь особенно сильно, поэтому сложить такой «коврик» весьма нелегко.



Возможно сначала стоит попробовать сложить фрагмент модели, как на рис.(21), и только потом переходить к большому «ковру».

Полученная гофрировка похожа на модель на рис.(17) тем, что её вершины тоже располагаются с одной стороны «ковра». С другой же стороны видны только центральные части больших треугольников, которые, переплетаясь, образуют плотную «чешую».
7.

Существуют и другие примеры «хираори», кроме приведенных выше. Крис Палмер из США обладает впечатляющей коллекцией собственноручно изготовленных «ковриков», среди которых есть модели с 12-угольными и 16-угольными гранями. Особенно красивы модели, сделанные из полупрозрачной бумаги. (Увы, обыкновенная калька плохо подходит для этой цели.)

Попробуйте поэкспериментировать с различными мозаиками на плоскости. Возможно, вам удастся стать первооткрывателем нового класса «ковриков» или «гармошек». 
Заключение

Если у вас хватило терпения, чтобы сложить хотя бы несколько моделей, то, наверняка, вам захочется придумать еще какую-нибудь гофрировку. В этом случае полезно знать простой критерий (необходимое условие), которым можно руководствоваться при определении пригодности сетки для гофрировки.


     ТЕОРЕМА:    (Кавасаки)

Если разбиение плоскости на многоугольники допускает гофрировку, то выполняется следующие условия:

1)  В каждой вершине сетки сходится четное число ребер.

   2)  Сумма углов, взятых через один, при любой вершине составляет 180(.



  (1

                (2


                        (3 

    (4

(((
 Для доказательства достаточно рассмотреть одну вершину сетки. Вырежем круг с центром в этой вершине. Ребра сетки делят его на секторы. (На чертеже всего четыре сектора, но их может быть и больше.) Если гофрировка по данной сетке возможна, то наш круг складывается по всем проведенным радиусам.

Зададим на окружности направление обхода и будем рассматривать направленные дуги. В результате складывания все дуги накладываются друг на друга. При этом любые две соседние дуги направлены в разные стороны.

Совершим теперь полный обход по краю сложенного круга. На каждом сгибе направление движения будет меняться на противоположное. Если величины дуг равны (1;(2;(3;(4… , то итоговое смещение будет равно 
(1-(2+(3-(4+…  Поскольку, пройдя по замкнутому пути, мы вернемся в исходную точку,  (1-(2+(3-(4+…=0(.

Следовательно, сумма «четных» дуг равна сумме «нечетных» (и равна, очевидно 180(), при этом общее количество дуг должно быть четным. Теорема доказана. 

(((
Легко проверить, что все рассмотренные до сих пор сетки удовлетворяют этому критерию. Но, увы, доказанная теорема дает только необходимое условие. Далеко не всякая сетка, для которой оно выполнено, может быть превращена в гофрировку.

Например, сетка изображенная выше на рис.(22), удовлетворяет условию, но, несмотря на это, не поддается гофрировке. 

(((
 Для доказательства заметим следующее:

Пусть два соседних ребра при одной вершине образуют угол, меньший, чем соседние с ним углы. Тогда одно из этих ребер – «гора», а другое – «долина».

Действительно, если попытаться перегнуть эти два ребра в одном направлении, то два больших сектора будут мешать друг другу и не дадут сложить лист бумаги до плоского состояния.

Возвращаясь к нашей сетке, видим, что наименьший угол при каждой вершине принадлежит равностороннему треугольнику. Следовательно, при любой вершине треугольника должны сходиться «гора» и « долина». Но это невозможно, поскольку треугольник обладает нечетным числом сторон.

Полученное противоречие показывает невозможность гофрировки плоскости по данной сетке.

(((
Однако, лишь немного изменив сетку, можно избежать этого противоречия. На рис.(23) место квадратов заняли ромбы с острым углом 30(. В результате теперь наименьший угол при вершине принадлежит не треугольнику, а ромбу. Получающаяся при этом гофрировка представляет собой очередной пример «хираори». Как легко убедиться, сумма углов «через один» опять составляет 180(.



Можно привести даже более простой пример. Разбиение плоскости на равносторонние треугольники, несмотря на выполнение необходимого условия (при каждой вершине образуются шесть углов по 60(), кажется, не порождает никакой гофрировки (хотя об этом разговор особый). Но попробуем рассмотреть такое разбиение плоскости на любые треугольники, при котором в каждой вершине сходятся ровно шесть ребер. При этом, естественно, потребуем, чтобы сумма углов «через один» составляла 180(. Разнообразие возникающих конструкций настолько велико, что просто не поддается перечислению. Достаточно заметить, что не менее половины рассматриваемых здесь гофрировок основаны на сетках именно этого типа.

Простое разбиение плоскости на прямоугольники является, пожалуй самым тривиальным примером сетки, удовлетворяющей необходимому условию. Но если заменить прямоугольники на скошенные параллелограммы, и сохранить при этом сумму углов «через один», то у нас получится «двойная гармошка». А её, в свою очередь, путем дальнейших деформаций можно превратить в «хираори». Но в основе всех полученных гофрировок будет лежать разбиение плоскости на четырехугольники.

Более того, как известно, плоскость можно замостить равными четырехугольниками произвольного вида. Если при этом сумма противоположных углов четырехугольника будет равна 180(, то такая сетка может служить основой для гофрировки. Правда, чтобы эта возможность была реализована, грани сетки должны быть достаточно «длинными и узкими». При этом возникают две возможности:


1)




2)

Сетка из четырехугольников (1) порождает гофрировку, очень похожую на гармошку Шварца. Сетка из четырехугольников (2) может быть сложена двумя способами, в зависимости от распределения  «гор» и «долин». В одном случае у вас получится аналог «винтовой лестницы», в другом – нечто вроде спирали Бинона.

1)


2)

Попробуйте сами найти расположение «гор» и «долин» на этих сетках. Помните при этом, что наименьший угол при каждой вершине должен иметь «разные» стороны – «гору» и «долину».

(((
Рассмотренные примеры позволяют выдвинуть следующую правдоподобную гипотезу: для любой регулярной сетки, в каждой вершине которой сходится четное число ребер, существуют сетки того же типа, допускающие гофрировку.

Но для того, чтобы доказать или опровергнуть эту гипотезу необходимо сначала дать строгое определение гофрировки. И здесь возникают сложности. Чем отличается, например, гофрированный лист бумаги от сложенного листа? Можно, ведь, сложить лист по всем линиям простой прямоугольной сетки. Однако, получившийся бумажный прямоугольник вряд ли стоит причислять к гофрировкам.

Другой вопрос связан с  поверхностями, вписанными в  цилиндр, такими как гармошка Шварца или «винтовая лестница». Ширина листа, из которого мы складываем модель, ограничена длиной окружности описанного цилиндра. Если же распространить сетку на всю плоскость, то получающаяся «теоретическая гофрировка» становится самопересекающейся. 

Но если мы допускаем возможность самопересечений, то требование, чтобы наименьший угол при вершине имел «разные» стороны, становится несущественным. При этом наши модели приобретают все более абстрактный характер. Их уже нельзя складывать из реального листа бумаги. Вместо изготовления бумажных конструкций, придется заняться созданием умозрительных построений.

Здесь разговор о гофрировках плоскости, пожалуй, уместно закончить. Попробуйте создать свою конструкцию (или свою теорию,  что вам больше нравится). В любом случае простор для творчества обеспечен. Успехов!
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Так выглядит «винтовая лестница» в сложенном виде








